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• A SUA ECCELLENZA 


. ' i MG. CAVALIERE 

’ * • * r 

ÌD. r JD. ^Intonino -franco 

i • ' 

CAVALIERE, GRAN CROCE DEL R. ORDINE DI FRANCESCO l“ 
MINISTRO SEGRETARIO DI STATO lìÉn GLI AFFARI 
• ■ • ■ , DI SICIUA. 


Non qual tenue segno della mia particolare 
gratitudine, ma in nome dell’Astronomia rendo 
in questo libro un pubblico omaggio di ricono- 
scenza al dotto e giusto Ministro, che tanto bene 
seconda le alte vedute del saggio e benefico So- 
vrano che la protegge. Servendo così alla giu- 
stizia ed alla verità non meriterommi la taccia 
d’ingrato. Un gran Re tra le moltiplici ed estese 
occupazioni del regno concepisce , vede , vuole 
il bene il grande 1’ utile pubblico ne’ suoi do- 
mi nj, lo accenna, lo progetta : il Ministro, che - 
ha talenti dottrina e lealtà, sa proporre i mezzi, 
sa scegliere i soggetti , sa regolare con fermezza 
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a fronte degli ostacoli l’esecuzione della volontà 
Sovrana. Così il grande Errico IV volle riparare 
a trent’ anni di antiche desolazioni, e il suo fe- 
dele Ministro Sully regolò 1’ amministrazione e 
le spese , e potè pagare dugento milioni di de- 
biti. Volle Errico le manifatture di sete e di cri- 
stalli, Sully regolò i mezzi, e la Francia ebbe le 
manifatture, Errico volle navigare dalla Senna 
nella Loire : Sully seppe scegliere gl’ingegnieri, 
e il Canale di Briare fu presto costruito. Ordinò 
il gran Luigi XIV di avvivare il commercio in- 
terno, e il saggio Colbert con istituire la Soprain- 
tendenza di Ponti ed Argini risuscitò 1’ arte di 
costruire le pubbliche vie , già perduta dopo i 
Romani. Vuole Luigi l’esecuzione di una grande 
Meridiana per regolare la gran Carta del Regno, 
e il Catasto che ne dipende 5 Colbert chiama il 
famoso Cassini dall’Italia e gli erigge l’Osserva- 
torio, dai quale l’astronomo dà principio al gran 
lavoro. Luigi pensa di emancipare dal passaggio 
dello stretto il commercio tra le coste dell’Ocea- 
no e dei Mediterraneo : Colbert sa scegliere il 
matematico Riquet, e un canale degno della 
grandezza Romana unisce ora i due mari. La 
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Biblioteca Reale, l’Ospedale degl’invalidi, le due 
Accademie delle Scienze, e delle Iscrizioni fu- 
rono concepite dal Re} e il Ministro scegliendo 
li soggetti più abili all’ esecuzione proccurò la 
gloria al suo Signore di rendere quei stabilimenti 
utili e famosi sin dal loro nascere. Il glorioso 
Ferdinando I°yuole un’Osservatorio inPalermo, 
Caramanico propone il P. Piazzi, li di cui lavori 
divorano i secoli, e dopo pochi anni a caratteri 
di stelle imprime in cielo il nome dell’Augusto 
fondatore. Ferdinando vuole riformare le vec- 
chie antiche leggi, e stabilire un codice : Tom- 
masi lo compila, lo discute col Monarca di passo 
in passo, e il Monarca, nuovo Giustiniano, ha la 
gloria di essere salutato Legislatore dei suoi po- 
poli. In tal guisa la storia de’ progressi dello spi- 
rito umano, la quale nei suoi fasti trasmette ai se- 
coli avvenire con gratitudine ed ammirazione li 
nomi e le azioni dei Sovrani benefattori della 
umanità, e protettori delle scienze e delle arti, 
consegna pure alla riconoscenza de’ posteri li 
grandi Ministri, che coi loro talenti travagli lu- 
mi e rettitudine rendono glorioso il governo del 
loro Monarca, 


\ 
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La modestia di V. E. non mi permette che io 
con questo passo prosiegua ad accennare ancora 
le cose nostre. Ma inutile resta il mio silenzio 5 
perchè sono note all’Europa tutta, sono state re- 
gistrate negli atti delle più illustri Accademie le 
passate vicende' di quest’Osservatorio, la prote- 
zione ferma e rischiarata dal saggio Ferdinando II 
si n dal suo avvenimento al trono spiegata per 
l’Astronomia Siciliana, e il giusto impegno del 
suo illuminato. Ministro degli affari di Sicilia per 
conservarla nel primiero onore. 

Accetti quindi 1’ E. V. con benigno animo 
questo tributo di gratitudine che le offro in nome 
della scienza astronomica, mentre con profondo 
rispetto ho l’onore di soscrivermi 

• Di V. E. 

Palermo 2 1 Marzo i83y 


Dev mo obb m ° oss m » servo 
Niccolò Cacciatore 
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DISCORSO PRELIMINARE 



t 

Quest esercizio su le forinole fondamentali della 
Goniometria e della Trigonometria Sferica è quello 
stesso che ho dettato finora manoscritto agli assi- 
stenti, ed agli alunni ; onde , dopo le prime e ge- 
nerali nozioni del cielo , prepararli al posteriore ap- 
prendimento delt Astronomia teorica e pratica. Sono 
stato obbligato a premetterlo alle lezioni astrono- 
miche a cagione del sistema da moltissimi anni 
adottato in questa Università degli studj ; nella qua- 
le , trovandosi il corso delle matematiche pure det- 
tato in tre sole cattedre da dotti e valenti profes- 
sori, dal piano di quei corsi scolastici , nei quali • 
non si possano oltrepassare le prime nozioni del 
calcolo differenziale, si ha dovuto sinanche esclu- 
dere la Trigonometria Sferica. E non vi ha chi 
non sappia, che quest ’ importantissimo ramo delle 
matematiche è di prima necessità per chi vuole 
inoltrarsi nella Geometria di Sito, nelle teorie su- 
periori architettoniche , nella dottrina delle proje- 
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ziorii, e de' solidi di rivoluzione , e sino nell'ottica , 
e nelle stesse sezioni coniche ; oltre che costituisce 
il linguaggio quasi esclusivo dell Astronomia, della 
Navigazione , della Geografia matematica , della 
Gnomonica , e della alta Geodesia ; e sommamente 
influisce in altri rami delle matematiche applicate 
agli usi della Società. 

Scritto in varie volte , senza un piano legato, ma 
in ogni triennio variato secondo le circostanze, non 
mi sarei mosso a lasciarlo pubblicare senza la forte 
reiterata insistenza degli assistenti e degli alunni , 
ai quali Fuso de' manoscritti è cagione di non lieve 
perdita di tempo , e di equivoci e di errori molestis- 
simi. Che anzi , sia detto in loro onore, oppresso 
da fiera malattia che óbbligommi per ire mesi a 
guardare il letto , mentre mi era inibito di appli- 
carmi in qualunque modo, essi, onde non venirne 
sospesa la stampa, con tutto zelo vollero incaricarsi 
della revisione e correzione della medesima. 

Non avendo altro scopo che quello di mettere 
li discenti nella posizione di seguire il corso intiero 
delle lezioni di Astronomia, e di servirsi con van- 
taggio degli autori di questa scienza , ho dovuto 
adattarmi ai studj da loro già fatti ; ed ho prefe- 
rito il metodo di andar riunendo, e di far capire 
con chiarezza la costruzione, ed il maneggio delle 
formole trigonometriche di maggior uso. E senza 
pretensione di scrivere trattati completi o nuovi su 
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di una materia pienamente discussa dagli antichi 
t dai moderni , e nella quale non resta al più che 
la scelta della disposizione più appropiata all’ og- 
getto che uom si propone , sonomi maggiormente 
esteso in ciò che influisce a fare acquistare la pre- 
ziosa abitudine di crearsi da se le forinole che bi- 
sognano , e di recare alla maggiore semplicità quel- 
li espressioni , che le vicende del calcolo generàna 
spesso un pò complicate sotto il gioco delle tra- 
sformazioni : come alTincontro rapidamente ho. ac- 
cennato quelle dottrine , le quali , dopo l esercizio 
precedente , faciintente, si potranno apprenderà su 
qualunque autore. ; : : i , t 

Par commodo degli assistenti e degli alunni me- 
desimi , e di accordo coi regolari e diurni lavori 
di questo Reale Osservatorio , ho stimato di riunire 
in, fine le Tavole più indispensabili al calcolo delle 
osservàzioni del Sole e delle stelle, le quali il cal- 
colatore epp non poca no j a e con perdita di tempo 
dovrebbe andar cercando qua e là disperse- in varie 
opere , e che non sempre trova pronte aì bisogno. 
Sono esse precedute dalle tavole sinottiche , dei, va- 
lori delle funzioni circolari, e delle soluzioni ' dei 
triangoli y che meglio facilitano ed abbreviano la 
pratica de ’ calcoli. 


• t • , li »• •!»<, 

. , : Ì : . t-l ;!• 4l 
i ■ , iì- u\ ' ■ 
.< - .t ••• 

•• . •• >\ . _ •• • .■ t 
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Costanti di tuo frequente. '• Jjogarìtmo 

t 36 q° iit secondi . , ss lagGooo» G-itaGo'io 

a' Raggio in secondi di arco =r"= —•>- = 206064" ,8oG 5 . 3 i 44 ^ 5 i 

oo « - ^ • séu 11 

3 Raggio in minuti ss r 1 a* -. . a= 34 ^ 7 # s> 4^77 3 - 536*739 

4 Raggio in gradi = ;■• = . . 1 . sai 57 °, 595780 I.^ 53 iaa 6 

5 Lunghetta dell’arco di 1" = seti 1". = 0,600004848 4-6655749 

di a" = sen a". =s 0,000009696 4*9666049 

di 3 " =t sen 3 ". = o,©ao«i 4544 5.1636961 

6 Lunghezza dell’arco di i* = sen 1 *. = 0,000190886 6.463^261 

7 Lunghezza dell’arco di 1°. . . , s=r o,oi74 > 32 g 3 8.2418774 

é seno i° . . . ... . . . s= 0,017452406 8 .a 4 i 8553 

q Diametro =s= 1. Circonferenza = *. = 3,1416927 o- 497 I 499 

10 Diam. = t. Area del ciroolo = - — 0,7853982 • 9.8950899 

> 4 ... 4 

11 Diam. =l.Supérfic. della sfera = «••= 3^1415927 0 - 497*499 

la Di«m. = i. Solidità della sfera =: j- ■ s= 0,5285988 9.7189986 

b 

1 3 Diam. — ir. Circonferenza = ire. = rX6, 283 i 853 0.7981799+lr. 

1 4 Diam = 2r.Areadelcircold=r’«'. =* /"X 3 ,i 4 l 5927 0 - 497 1 499 “ l“ a * r * 

1 5 Diam.=2/\Superf. della sfera= 4 r ‘ < - = /"X la )56637o8 1.0992099-1-, r ' 

16 Diam.=2r.Solid.dellasfera = J r J *\ = r 3 X 4i*6879o3 o.622o886-j-3 Ir. 

17 24 k espresse in secondi . . .' . — 864 oo« 5 - 9365 i 37 

18 Acceleraxione diurna delle stelle in • , 

secondi di tempo medio . . . = 2351,9093 , ‘2.3727451 

ìg Giorno Sidereo = a 3 >* 56 *. 4,0906 di 

tempo medio solare. .... =0,9972697 9.9988126 

ao Giorno Medio = 24^ 3 *. 56", 5554 di * 

tempo sidereo. . . . . .. . =1,0027379 0.0011874 ’ * 

ai Rivoluzione Siderea della Terra in . 

giorni medj solari ?....= 365,25636 2^5626978 

aa Rivoluzione Tropica] della Terra in » 

giorni medj solari 365 , 24224 a.56258io 

a 3 Numero e, il di cui log,iperbolico=i. s== 2, y 1828183 0.434*945 

a 4 Modulo dei log. tabulari . . . , = 0,43429446 9‘^77643 

25 Modulo per convertire li log. tabu- 
lari in iperbolici = a, 3 oa 585 o 9 0.3622149 
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Goniometria 

34 7 
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ERRATA 


r. sen a 
Se n =3 3 o° 


CORRr&E 


sen a 

Se a = 3 o’ 


Prima del § 48 si Rapporti delle funzioni delle somme e differen- 
metta per titolo.... ze di due archi. ■ ' 


49 . 

5 o 
85 

134 

159 


7 

i 3 
» ' 

denomin. 

l 3 


iQO Infinedel-J „ ” • *• 

191 la pag. 32 . ] Devono precedere li rispettivi § i 9 o e 191. 

tosto per errore in molti 

:> •• h •. !. 


perpendicolare AD, — perpendicolare CD 
— r. cos C'A'C' sen B' — r. cos C^A'D 1 icnB' 
1 — sen* | a > I — 2 sen* | a 

tan ; (180 — • (a-j-A)) tan (180 - — ^ (a-^-A»)) 

' s?n (a -J- A) sen (a — A) 

sen (a — A) „ • <#en (a-^-A) . » ■ 


*33 ) r Invece del segno t/5 si l posto per errore in molli 

ì 34 ) ( luoghi co . 

*44 denomin. tan* (44 + 5 A) -f- 1 
Trigonometria 


: ( 


7 

7 cos 4 verticale > 

cosi verticale 

f tu- «* 

69 

3 for.sis.6 — cos A cqs C 

— cos A cOs B 

U.i ZI 

86 

3 II dato adjacenle 

Il lato'adjacente 

r J. 

i r •* 

9 ° 

il •. se cerchi i ■- 

«e si cerchi v 

» -:!• A 

120 

. cos A , . 

• cos c • 

.1 ir,**. * 

» **. , 

sen c col c 

sen c cpt c 

' #»< /»»,i 

i 3 g 

9 e non - àvvertita / 

e già avvertita 

■ ; ' 

»58 

metrdq 

metodo .•> 

!/-«•. « 

169 

6 cos 3 (/?-[*<?) 

denomin. 

cosj (B-C) * 

• • i - ■" 

• i »;« 

<*• « • ’i 


6 COt C 

cot C ' ' 

* i i /*:ì 

* 7 5 



.. t • • « 


• COS Ù . • 

cos b ii. 

* * - • i < t 

foi.144 

il ss 3 sen 1 0 cos 

1 =s 2 sen ■a a cos 

m 


$• 2®7 


11 


sen * s = 


sen s : 
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COflOMETEIA 



1 • ’i ' I • • ... •«.! 

. ■ .r» • • - : •'•‘v : .>. ■>'■■■ v ì ! ‘ ‘ . 

k •' i ■ ' J .. • >i. .. •,.!■ i ■ • ' -i 

i. Abbiamo dalla Geometria clic fatto centro nel ver-* 
lìce di nn’ angolo rettilineo qualunque , e descritti 
quanti circoli concentrici si, voglia, li lati dell'angolo 
diventeranno de’ raggi, la di cui inclinazione sarà mi- 
surati! dall’ arto dtf essi intercetto. E ; perchè tutti li 
cerclq sono simili, gli archi intercetti dai lati dell’an- 
golo saranno parti simili dei cerflij a cui apparten- 
gono!, e cpntérranno uno stesso numero di gradi. Onde 
un’angolo e il suo arco corrispondete clie lo misura, 
si indicano collo stesso numero di gradi, qualunque sia 
il raggio del circolo. Sapendosi altronde che il grado 
doiì è: quantità assoluta come il palmo, il miglio; ma 

della circonferenza, qualunque ne sia la grandez- 
za, la quale dipende dal l'aggio col quale è stata de- 
scritta. - > .. .•* . ’ 

a. La grandezza numerica di un’angolo essendo la 
stessa dell’arco: che lo misura, si nominano l’uno per 
l'altro indifferentemente. Ma l’angolo formato da due 
rette appartiene ài triangoli formati da linee rette, e 
l’arco alli triangoli formati da archi di cerchio, per- 
ciò li rapporti che troveremo tra i primi , saranno 
comuiii coi secondi, i > . 

3. Se si raddoppia l’angolo, l’arco clic lo misura 
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sarà doppio i e sé si eongiungano con una corda le 
estremità di quest’arco doppio la corda sarà più grande 
quanto sarà più vicina al centro , e sarà massima 
quando sarà diametro. In questo ultimo caso, li lati 
dell’angolo distesi in unica retta si confonderanno, e 
formeranno colla corda un diametro: l’angolo dop- 
pio, siccome è chiaro , sparirà , jo sia sarà misurato 
da un’arco di 1 8o° : e l’angolo primitivo, che ne è la 
metà, sarà di 90° cioè retto. 

4. Al triangolo sì può sempre circoscrivere un cir- 

colo, e in questo modo li suoi angoli divengono iscrit- 
ti , © avranno^ pter misura sia metà dell’arco , sotteso 
dal lato opposto, il qtìale in fai' guisa diventa cordà 
di una poi aìohe elei circolo circoscrittoi >Gosì circo* 
scritto il circolo triangolo AB>G,'Ì? angolo A 
avrà pèr misura la metà dell’arco. BG,< laidi cui corda 
è il lato fìC opposto all’angolo A.l*}\ stesso si dica 
degli altri due angoli ; ciascuno de’ quali avrà sem- 
pre per misura la metà dell’ arco che ha per corda 
il lato opposto. Sia O il centro del cerchiò circoscrit- 
to, l’angolo C = 4 BOA BÒA" avrà per misura 
fintò ‘ ' ; - v ‘ »’«•* l , »h L 

5. Infiniti tiiangqli coine A'B’C' simili al > dato 
ABC per mezzo di lati paralleli si possono formare, 
che abbiano a quello Uguali gli angoli corrispondenti : 
e possono 'egualmente venire inscritti in eeròhj concen- 
trici al primo. Li loro lati sottenderanno archi simili 
delle rispettive circonferenze, le quali perciò conter- 
ranno un egual numero di gradi. Saranno dunque i 
lati dei triangoli simili it* rapporto costante coi raggi 
dei cerchj nei quhli sono ascritti- E perciò -sfwa AB 
ad A'B‘ come AO : A‘0\ come BO ; B'O. E tutte 
’le akré ' paTti , omologhe conserveranno un rapporto 
costante col rispettivo raggio e tra di loro. E sarà 
BO a BA' corno, B'O : B‘ A m ... BM : OMllB'M': 


I 

J 
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OM' l anche BA 1 \ OA l \\ B'A“ : OA' u e così dì se- 
guito. ' ■ 

6. Essendo il triangolo la più semplice-delie super- 
ficie , e degli elementi geometrici de’ solidi, perchè 
tutte in triangoli si risolvono, la soluzione de’ trian- 
goli interessa tutta la scienza matematica. Composto 
il triangolo di tre angoli e di tre lati, li primi ele- 
menti sono eterogenei agli altri tre', nè può aver luògo 
la sùa risoluzione se -non si riducono tutti omogenei. 
Ora rappresentandone li tre angoli per mezzo di li- 
nee rettele resi èosì li lati del triangolo coordinate 
del raggio , mentre* contemporaneamente sono corde 
degli archi che misurano gli angoli, si sono resi gli 
angoli comparabili coi lati, c per mezzo della iscri- 
zione nel circolo si sono messi in rapporto coi raggio 
del medesimo. 

7. Sin (Jìg. 1) l’angoh) MCB lo stesso che MOB 
della figura precedente; si supponga per ora minore 
di <)0°, e si tiri il cerchio MI) M'B 1 -, si abbassi la 
perpendicolare BA dall’estremità di uno. dei suoi lati 
CB preso per raggio sull’altro .lato CM. Sull’estre- 
mità M del lato CM preso per raggio si alzi la nor- 
male MT siilo all’incontro del primo prolungato.- Si 
hanno due ti-iangoli rettangoli simili ACB o, MCT , 
nei quali rispetto all’arco BM « a’H’angolo ACB si 
sono chiamati BA seno , MT tangente , CT secante-, 
MA porzione del raggio, che misura la distanza tra il 
seno e la tangente, si chiamò seno verso-, e in archi- 
tettura vien detta freccia o saetta. 

8. Essendo MD un -quadrante, cioè èssendo l!angolo 
A CD retto, è chiaro che l’arco che lo misura sarà 
di 90°: il di cui seno sarà il raggio stesso -CZ), onde 
il seno di go° è uguale al raggio. Ora nel quadrante 
MD, barca DB, considerato da se solo, è comple- 
mento dell’arco BM, cioè BD =(90 — ; BM). Costruite 
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le stesse coordinale rispetto a quest’arco, sarà SN il 
setto , DF la tangente , CF la ' secante , ND il seno 
verso dell’arco 1 )B, o sia dell’arco di (90 — SM). 

9. E poiché il valore dell’arco BD è dipendente 
da quello dell’arco SM perchè ne è complemento , 
si è chiamato SN coseno, DF cotangente, CF cose- 
cante, ed ND coseno verso dell’arco primitivo SM. 

10. Quindi è chiaro, che seno, tangente, secante, 
seno verso di un’ arco , li quali con nome generale 
si chiamano sue funzioni, sono rispettivamente cose- 
no, cotangente , cosecante , coseno verso del com- 
plemento dell’arco medesimo, c viceversa. Quest’ulti- 
mc si chiamano da taluni co-funzioni. Le prime re- 
lativamente agli angoli dèi triangolo si chiamano rette 
angolari dirette, e le seconde rette angolari-indirette. 

La determinazione dei rapporti di queste linee eoi 
raggio del cerchio, al quale appartengono, forma l’og- 
getto della Goniometria^ : e la loro applicazione alla 
risoluzione dei triangoli in numeri semi-determinati 
forma l’oggetto della Trigonometria. 

11. Il seno quindi, non è che la mela della corda 
dell’arco doppio, cioè non è che la metà del latg del 
triangolo' iscritto; il coseno è la parte del raggio io- 
telcclta tra il centro c il piede del seno. Il seno verso 
è la differenza ti'a il raggio c il coseno. 

12. Esprimendo con a 'un’arco SM, o l’angolo cor- 
vispo i*d etite ACS , saranno 

raggio = CM == CB = CD = r 

seno = SA = sen a 

coseno ^ SN — CA =■ cos a = 8011(90 — d) 

tangente = M'F== tan a 

cotangente ==? DF = cot a — tan (90 — zi) 

. secante = CT= sec a 

cosecaute = CF = cosec a. = sec (90 — a) 
seuo verso •= MA = sen v. a 
coseno verso = DN — cos v. a = sen v.(9p — a ) 


i 3. Giova qui avvertile qIhj dovendo alzare alla 
potenza /*““ queste funzioni, si indica , la potenza sulla 
funzione e non sull’arco: per es. sen’ a, scu 1 a, oos* a, 
tau 5 a indicano le potenze delle funzioni, e non dell’ar- 
co a. Adopereremo ancora li ségueuti segai 
a > b ... quando a è maggiore di b 
a < b ... quando a è minore di b 
a tri b ... quando si vuole la dillèrenza positiva 
tra a c b qualunque di esse sia la maggiore. 

t 4- Per mezzo dei seni si conosce la grandezza re-, 
lativa dei lati del triangolo, perche in esso[i i] la metà 
di un .lato essendo seno dell'angolo opposto, la ragione 
de’ lati sarà anche quella dei seni. degli augelli opposti. 
Nel triangolo' BAC ( fìg. i) sarà sempre vpro ché il 
lato BC Sta al lafo BA come il seno dell’angolo A 
opposto al primo al seno dell’ angolo C opposto al- 
l’altro. E similmente il lato BC sta al lato AC come 
il seno dell’angolo A al seno dell’angolo B. Onde nei 
triangoli- rettilinei Ih lati stanno l’-yno all’altro come 
•li seni degli angoli rispettiva Incuti opposti. Proposi- 
zione fondamentale della '1* rigóhometiia rettilinea. E 
quindi BC l AC i AB ” scu A : sen B sen C. 
Onde essendo costante il rapporto di 3 : 1 del lalo al 
seno dell’angolo opposto, si avrà sempre 

sen Tì AC sen C -AB sen C AH. 

sen A BC suii A BC sen li AC 

V * * 

io. Se il triangolo BAC è rettangolo - in A\ iscritto 
nel circolo come BAC e bipartiti i lati per mezzo 
dei raggi perpendicolari, diverrà BA'O : esso nella 
fig. 2 , è rappresentato dal triangolo BAC, nel quale 
l’ipotcnusa BC è il raggio stesso del cerchio, il seno 
dell’angolo C è il cateto opposto BA, e il seno dell’an- 
golo B è l’altro cateto. Ma nei triangoli rettangoli uno 
degli angoli obbJiqui è complemento dell’altro; c il seno 
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dell'angolo retto è uguale al raggio [8]; perciò sarà 
BC : AC : A :: r : sen B : sen C r : sen B : 

cos B lì r I cos C : sen C, e quindi. 


sen B 

AC 

cos C 

' ' J . * i) , 

r 

Ippl -ausa 

• 

r 

S 'n C 

,AB 

coi B . 

r 

Ipotenusa 

’ «’ 

r . • 1 

sen C 

AB sen C 

r — )i,l ° °PP° sto _ 

seti B 

AC • ' cos C 

Iato adiacente 


col B [i o]. 

iC). Onde nel. triangolo rettangolo , per causa del 
seno dell’angolo retto uguale al raggio, si ha* 

i° Clie il raggio. sta al seno di un’angolo obbliquo 
come l’ ipotenusa al cateto opposto all’angolo.. 

.2° Clic il raggio sta alla tangente di un’angolo come 
il cateto adjacenle all’angolo sta al cateto Apposto. 

Primi rapporti ira le funzioni di un'arco. . * 

-, 20. Dai triangoli rettangoli simili 

CAB , CMT, CDF , CNB (fg-n.j si ha- 
i° CB = BA . -f CA = r’ s= sen’a + cos’a. 

2° C/T — TAÌ + CM = sec’a = tanvt -f- r\ 

3° CF = CD + FU =cosec x a = r' + cot’a. 
4° CA : BA :: CM :• TM e quindi 

r sen a 

cos a : sea a II r l tan a == . 

cos a . 

' 5° CA : CB :: CM : CT e quindi 

r» 

cos .a : r :: r : scc a = . 

cos a 

6° BA : BC :: CD \ GF e quindi 

sen a t r :: r : cosce a = . 

sen a 
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7° MT: MC II CD : DF e qnindi 


tan a ir li ri cot a — 


tan a 


8° BA I CA li CD i FD e quindi 


• • • in,* 


sen a : cos a II r : cot a = 


r cos a 
sen a ’ 


Essendo tutti questi rapporti col raggio £4, ber 
maggiore semplicità si suppone r— r , e- in questa 
guisa si avrannp li rapporti delle linee trigonoiaetfi* 
che coll’unità. Onde poi verrà facile, occorrendo, cal- 
colarne il valore assoluto con moltiplicarla per il va^ 
loro assoluto del raggio. Supposto il raggio — ! \Le 
precedenti espressioni, trattando ciascuna quanùtà^suè- / 
cegsi vamen te come incognita, daranno i 

’ i2.>en’a-f cos’a=i; ohde sen a —\J ( i — cosfa).** 
cos«=y(* — sen*«). 

23 . ;sec’a= i -f tan’a, onde sec «^^/(i-f-tàn’tt)... 

tad a=\/(seC(J — i). 

24. cosec*a= 1 cot , a...cosec a=\J( t 

1 1 Cot a— y(cdséc?a — 1). 

~ ' sena ‘ . sena 

25 . tan a — .. .sen a=cosa tana. cos a== .. 


■ v-4 j 1 

2G. sec a 


cos a 
1 


— atra 


cos. a 


V(i -ftan’a)[a3] onde 1 1, ; - 

" : • " ‘ 

1 I - : 1 !, I . f 1 

cos® >3= 


1 


y(.l-ptan*i2)* 

27. cosce a =?= — — == V( 1 4 -cot 1 ®) [24] onde 

1 t» 1 

1 ItV) #< . i 


sen a = 




Y (t-f-cot'a)* 


28. Dividendo la 26 per la 37 si ha 


sec a . sen a 

cosec a cos « 

i> i/ijtp 
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— tan a, onde sec «=tan a rosee «... rosee a— 
.29. cot a 


sec a 


tati a 
1 


t cOs a „ . 

= = [20. 8 1.. .tan a= 

Ww a , sei)u. L • ■ cot a 


cos n 

sen <1= — - ... cos a = scu^j cot a. 

• cot * ■••••■ ... 

3 o. Essendo eoa h f-iGl , sostituendo 

,t -tip 1.-. . V(lnH ; "“0 r . 

per tàn’a il suo valóre [20! sarà cos a ==' 1 * 

* ! J cot'a, 1 - ■ • , 1 

T *>? ‘i *»' j ± ! , !.t \ ; • . 4 


i ; •;«{ . 


V(.+— ) WSSfer -i-V(«-*+<) 

v \ 1 cot»»/ 1 • * ' col 1 » ' 1 cot a v ' . ' ' ' 

1 i_ v - 1 ' _ cot a 

à \/(eot’u~f-v) tini a A y(cot’o-f-i) ‘ y(i-J-col»a).* 

WPS#** W 


tao a 


3 1 . sen a b=— . 


f - i 


si avra sen a : 


v(>h — — ) v (H±±r 

v V Uu'aS v V tatua / 


««•’» 1 '• 


-.vA -ìj 


tan a 


_L_V(i+lan’«) ■ W I + = ) cot«V( I + tan ’ a )' 

tana v , ... ... ; -, 

_ ' sena \/(i — cos’ai r -, 

32. tan a = [25] = ^-. L [22] 

. cos » J cos a 

sena \/{i— cos*a) 

(_ 1 — seii’a' 4 * t "7 \/(iJ-sen»a) 

33 . «a,-- i-L. , “ 5 " . = V (, T 2 

tan a -y — -eóssòjt'v. sen a 

l(i— sen’a^ 

’ / . ; :l "i ;'I .?<* ' 

e quivi si vede clic per avere li valori della colan- 
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gente basta rovesciare quelli «Iella, tangente, te ana- 
logie finora trovale somministrano li rapporti più sem- 
plici delle funzioni tra di loro è col raggio ; ed è 
necessario tene ile. sempre presenti perle sostituzioni 
continue che di eSse si fanno ngl cdleoli. 

34 . Sarà facile introdurre nuovamente il raggio r 
nelle precedenti espressioni , purché si elevi esso a 
quella potenza. che si richiede per rendere' omogenei 
i termini dell’equaziotie^ con ridurli ciascuno ad avere 
le stesse dimensioni • per eg. nella espressione tan a 

~ cot a ^ are ■ tan a —~7T~ perché tan a cot a 

e di due dimensioni. Sia r se* a = cos a tan a-, rfui 
cos a tan a èssendo di due dimensioni, per «vere due 
dimensioni nel primo membro bisognerà moltiplicare 
sen a per r . E generalmente, sia l’equazione 
£ cosVz é= 8 cos’a — cfts 4rt-{-i 
per introdurre r in. modo da rendere omogenei tutti i 
termini bisognerà elevarlo in ciascun tèrmine a trtle 
potenza, che il sno prodotto colle variabili, o colle al- 
tre funzioni dassc le dimensioni medesime. Ciò si ot- 
tiene scrivendoli come siegue 

8 cos^a == S^cos’a — r 5 cos 4 a -f- r > 

se r non fosse stato fatto uguale all’unità si avrebbe 
trovata originalmente la seconda e non la prima equa- 
zione. Li coefficienti non alterano, le dimensioni. 

3.">. Intanto e- fàcile rifletter^ a certi valori deter- 
minati delle funzioni dell’arco a. Dilètti 

t Se n t= 3o° il suo séno, perché esso è metà 
della corda dell’arco doppio [io] sarà metà della corda 
. di uo. Ma la corda di '6o°=?=r=i dunque seti 3 q° 

= 5 ...cos 3o°==r[r5] VC 1 — D=V( 5 ) = 5V 3 - 


tan 3o°: 


seu 3o 
cos 3o ' 


: V*= 


T3- 


»*cot 3o— \/3. 


r 


d by Googl 


IP 

a 0 Se a = 6o°, Je sue funzioni saranno le stesse 
elie le cofuuzioni di 3 o° suo complemento , e vice- 
versa [11]. 

3 ° Se a = 45 °... sarà sen 4 - 5 — cos(go — 4 ^)=cos 
del suo complemento [1 1]. Onde sen 45 = cos- 45 .. . 
e seu , 45-4-cos’45= 1 = 2 sen’ 45[i5] e quindi 

. 1 * //i\ 1 1 v seri ^5 

sen 40 = \J(s) = -7- ••• tari 45 = — = 1 . 

T ' Y 2 *eu ,45 

36 . Poiché tan o° = o ; tan 3 o = yj; tari 45 = 1 ; 
tan 60= \/3 ; tan 90 ±= co è facile inferirne l’iramen- 
sa sproporzione che vi ha tra l’incremento degli ar- 
chi, ,e quello delle loro tangenti. La stessa osserva- 
zione facendo sull’ andamento delle altre funzioni si 
conoscerà, che le funzioni circolari non crescono pro- 
porzionalmente agli archi. 

3 y. Abbiamo finora supposto a < 90, e abbiamo 
veduto che sen a — cos (90 — a), cioè che" le funzioni 
di un’ arco sono cofunzioui del complemento, e vice- 
versa. Ma in astronomia si fa uso del cerchio intie- 
ro, e gli ardii sono considerati da o gradi sino a 36 o 
gradi, cioè per tutti li quattro quadranti. Bisognerà 
quindi esaminare il valore di sen a per tutti li pas- 
saggi dell’arco ci. Il valore delPaltre funzioni dipen- 
derà da quello di seno a. 

38 . Se l'angolo è ottuso come MCB'; ne sarà il 
suo" eccesso DCB' sull’angolo retto il complemento ; 
e la sua differenza B'CM' con due retti ne sarà il sup- 
plemento. E secondo le definizioni delle funzioni ne 
saranno B'A' il seno, A'C il coseno, TM' la tan- 
gente , CT* la secante : le quali saranno numerica- 
camente uguali alle funzioni dell’angolo ACB , ove il 
supplemento dell'angolo ottuso ACB 1 gli sia uguale. 
Onde il seno di un'angolo maggiore di 90° è uguale 
al seno del suo supplemento a 180 0 ; ed uguale al co- 
seno del suo complemento, 0 del suo eccesso sopra 90°. 


« 
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3 g. Onde ne sieguy che nel secondo quadrante si 
riproducono le stesse funzioni angolari del primo. Che 
il seno il quale è o nel punto M , va crescendo col 
crescere dell’arco a , ma non proporzionatamente al 
medesimo. 

4 o. Che giunto l’arco a 90 il suo seno si confonde 
col raggio CD al quale è uguale , c indi in poi de- 
cresce come decresce il Supplemento dell’angolo ottuso 
sino che a r8o° ritorna ad essere =£ o. 

4 t. Dopo 180 0 , nel terzo quadrante-, il seno tro- 
vasi in direzione opposta a quelli del primo e secondo 
quadrante, e sempre cresce sino a 270, dove è uguale 
al raggio. Indi in poi ricomincia a decrescete , sino 
a che compita l’intiera circonferenza ritorna uguale a 
zero. -> 

42. Da ciò si vede che il séno, e perciò tutte l'e 
altre funzioni [29] dell’ arco a ritornano ad aveVe li 
stessi valori numerici nei quattro quadranti, perchè 
sen a== sen ( 1 80 — >a)=sen ( 1 80 -f - a) — (sen 36 o — a). 

43 . Non si distinguerebbe' quindi a quale dei quat- 
tro archi differenti appartiene una funzione, se nort 
si ricorre all’equazione generale della curva. Di fatti si 
sa che E A è media proporzionale tra MA ed AM 1 -, 
onde sarà sen’a = (r-f-cos a) (> — cds a) — r’ — cos’a, 
che è l’equazione al circolo, nella quale in geometria 
sen a corrisponde coll’ordinata^', e cos a coll’ascissa oc 
computata dal centro. Sarà perciò 

sen a = ± y '(r’ — cos’a) ==.y — + \/(r’ — oc 1 ). 

44 * Descrivendo il circolo per mezzo di questa 
equazione si vedrà che in esso sen a ha due valori 
uguali uno positivo e l’altro negativo, cioè in direzione 
opposta, ma sempre perpendicolari all’asse o diametro. . 
Se nella parte superiore del luogo geometrico si con- 
siderano essi positivi, saranno negativi nella parte infe- 
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riore.. Ma li coseni contandosi dal centro divengono 
nulli nel. centro medesimo, e crescono in direzione -op r 
posta dall’ altra parte del cenilo; onde se nel primo 
caso, cioè sulla destra, sono positivi riescono negativi 
nel secondo o sulla sinistra. Così si forma la seconda 
jwrte del circolo, in cui li cosali passano dal valor o 
al massimo clic uguaglia il l’aggio, e ritornano al va- 
lor o. E quivi notando clic sen a =. + o quando 
cos a — r e clic sen a == ± r quando' cos a == o ; si 
descriva il circolo intiero per mezzo dei valori succes- 
sivi di sen a. Da questi dualmente per mezzo delle 
espressioni del cos. tan. tot. sec. e cosec si avrà la 
seguente tavola : nella quale il valore relativo, di ogni 
linea trigonometrica si conoscerà secondo il luogo che 
lflrto Corrispondente occupa nel quadrante a cui ap- 
partiene. In essa q iudica uu quadrante, cd n un nu- 
mero , Intiero! ’ , 


. i » 


0 \ 
ì 
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4 G. Si osserva in questo quadro, nel quale il rag- 
gio è fatto uguale all’unilà. 

i° Che il seno e coseno possono créscere da o ad r 
positivo e negativo.. E clic perciò -1- i e — i ne sono i 
limiti. Il loro valore numerico è sempre minore del- 
l’unità. • , 

3° Che In secante e cosecante posano crescere da 
-{- i sino all’infinito positivo, e da — i sino all’infinito 
negativo. E che sempre il loro valor numerico è mag- 
giore dell’unità. > 

3 ° Che la tangente e la cotangente sono suscettibili 
di qualunque valóre da o sino all’infinito positivo, o 
negativo. La quale proprietà ne rende preziosissimo 
l’ugo nell’analisi matematica, 

4° Che negli angoli la cui specie non si sa se debba 
essere ottusa o acuta, e negli ardii minori di i8o° 
essendo il séno lo stesso e per valore e per segno tanto 

S er. a che pel suo supplemento 180 non si può 
ecidere a qQale dei due archi esso si appartenga. 
Che un tal dubbio è tolto dal coseno , perchè 
sébbene cos a e cos ( 1 8o — a) siano numericamente 
uguali, il secondo però è negativo. Lo stesso succede 
per le tart gènti, „c cotangenti. 

47 » Conyj le funzioni circolari sono positive o ne- 
gative secondo che sono descritte con operazioni con- 
trarie le une relativamente aiialtre; così gli archi stessi 
sono negativi quando si valutano in direzione opposta 
a quelli assunti per positivi. Se l’arco MB e positi- 
vo, MB" sarà negativo. Il movimento de’ pianeti se- 
condo l’ordine dei segni è positivo, è negativo nella 
direzione contraHa. Onde li quadranti descritti da A 
verso D saranno positivi, e negativi quelli che si con- 
siderano da A in D' . Ónde li segni delle linee tri- 
gonometriche in. un’arco del primo quadrante negativo 
sono li stessi del quarto quadrante positivo. Sia un arco 
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negativo — a minore di 90° l’equazione alla curva di- 
mostra, che l’arco negativo è dalla parte opposta alla 
metà di essa positiva 1 e che li seni e le tangenti vj 
si descrivono con operazioni in senso opposto; onde 
il suo seno quinci sarà negativo,, e si esprime sen — a 
— v— serra, come pure sarà fan — a = tan a; in tal 

— sen a 

caso cos a = — = 4 - 

— ian a 

cita si è stabilito di costruire tutte le forinole per il 
primo quadrante positivo, e per archi positivi mino- 
ri di 90°. ' 

48. Si son trovate finora le relazioni tra il raggio, 
e le funzioni di un’istesso angolo A del triangolo, e 
si sono ottenute le un e espresse nelle altre. Giova ora 
cercare le funzioni della somma e della differenza di 
due angoli del medesimo, ma espresse in quelle de- 
gli angoli parziali, 0 sia fa] bisognerà cercare le fiin- 
zieni dei due archi a-J-b ed ma espresse nelle 

funzioni separate di a ' e di b . '*»i . . . 

4 q. Sia il triangolo ABC (fig. 3 ), nel quale es- 
sendo il terzo angolo sempre supplemento della somma 
degli altri due, sarà sen (A-j-B) — sen C. Per il 5 18 

* AB ' '■ 1 

si ha ÀC : AB :: sen J? : sen £7*5= — - sòn B, equa- 


cos a. Per maggior sempli- 


zione il di cui secondo membro bisognerà cher venisse 
espresso in funzioni degli angoli A e 3. Abbassando 
dal vertice dell’angolo C là perpendicolare AD si a- 
vranno. h due triangoli rettangoli ACD , BCD, dal 

pruno dei quali per il § iG s; avrg — = , e • 

A v/ T 

AD cos A • CD sen B BD co» B 

Ma per causa della perpendicolare essendo if lato 

AB—BD-\- 4Dt nel triangolo BCD essendo, sen B 
* • 4 


1 
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=5= sostituendo queste' espressioni nel valore $ 

Sen^+^)o di sen <7 ! si aVVà sen (^ 4 *#) — sen C 

, I • rgp r C2).5Z> \‘ r Jì).C'p 


, . -rfC' A ^G. AC.BC ~ AC.J1C 

e sostituendo al rapporto dei, lati 'Quello dei seni 

1 . *) 


4 , V 

seti cos i? -j- cos ^ sen fi 


r* 

. 1 « ;» 


t 


cosi il seno della somma di due angoli si avrà espressa 
ne* seni e coseni degli angoli' medesimi. ' •• 

5o. Se la perpendicolare C'.D 1 cade fuori , «orna 
nel triàngolo >#'■&' C's sarà il lato A' B‘ 
e le proporzioni del tariamolo, rettangolo jà'G'B 1 , non 
saranno- come sopra’ cqJT angolo interno G'J'JB' del 
triangolo , ma coll’ angolo esterno C'A*& 5 = 1 80 
C'j&S'lsax: e quindi , e si avrà 

JVlJ&i '.'sctiB* t sfen 

( 1 * » I . ' i- •* • > W » 

li dite triangoli rettangoli daranno » , 

cos C'A'D C f D r 


WC< 

r OD' 


■ \ CTDTj sen C'A*D' > Jf'£» 

,.\À f c i 7~ , r . , :;' a*q-~ 

1 tea B ■ JK DI V 00 » d? d -, „ r ar/J 1 t 

=— t« «fc^^ = scn *• 

‘ - H * /B'D'—A'D t \ v 

sostituendo si gvra sen {A — B)=~= ^ — ~ ^<g« " *' / X 

r C'£>' 'r d'D' B^D' 1 t A’D> C'T)' 


B‘C 


e quindi 


^C' &G! , A'C.B'C 1 - 

. -, .. _ r -. . r sen C'A'D 1 cos B ’ — r cos C t A'C l sen :tì' 

S en.( f ^W) = t, ■ ^ ^ , * 

é* riflettendo die. regolo 'tPJP C* intentò 'del triangolo 



è supplemento dell* esterno C'A'D* e che perdo li 
loro seni sono uguali, sarà 

, v sen A' cos B' — cos A 1 sen B' 

sen ( A' — B' ) = . 

5 r . Onde sostituendo gli archi a e b agli angoli A 
e B , A' e B'\ e fatto r== i si avrà 

sen (a + è) = sen a cos b + cos a sen b. 

5a. Le espressioni a ì b , e, di loro natura rappre- 
sentano qualunque arco, e sono suscettibili di qualun- 
que valore. Sia c = 90 — a , togliendo l’arco b sarà 
c — b — 90 — a — b = 90 — (a-+-£) onde; [io] 
sen (c — b) = cos (a-j-5) : come ancora sen c = cos a, 
e cos c = sen a ; ma precedentemente si ebbe , che 
sen (c — b) = sene cos b — cos c sen b : sostituendo 
in questa le equivalenti espressioni qui notate si ha 
sen ( c — : b) = cos ( a-\-b ) =cos a cos b -r- sen a sen b. 

53. Se in vece di sottrarre si aggiunga b all’arco c 
sarà*? •+• b— 90 — a -j- 6=90 — ( a — b), e sen^c+5) 
= cos (a — b), e fatte le convenienti sostituzioni sarà 
sen (c-f-b) = cos (a — b) = cos a cos b -+■ sen a sen b . 

54. Onde generalmente 

cos (a ±5) = cos a cos b + sen a sen b. 

55. Le due equazioni 5i e 54ldipendenti dal- 
le 49» 5o, 5a, 53, sono fondamentali, e di continuo 
uso; danno li seni e coseni della somma e della dif- 
ferenza di due archi quando sono noti li seni e co- 
seni degli archi medesimi. 

56. Facilmente si potranno da esse ottenere li seni 
e coseni della somma o della differenza di un mag- 
gior numero di archi; riflettendo che gli archi a e b 
possono supporsi uguali ciascuno alla somma o alla 
differenza di quanti altri archi si voglia. Così per es. 

sia b = p -f <7, sarà sen (a+5) = sen ^<1 + (p+q)) 
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E=scn a co$ (p+q) + cos a sea (p-f <?), e quivi sosti- 
tuendo gli equivalenti valori [5i e54] sen (p+ 7 )) 

i — s en a cos p cosq -j- sen a sen p sen q + cos a sen p cos q 
-j- cos a cos p sen q. Dove, se si voglia, introducen- 
do per p e q le denominazioni analoghe b e c sarà 
sen (a-j-è+c)=sen a cos b cos c -f- sen a sen b sen c 
-j- cos a sen b cos c + cos a cos b sen c. Similmente 

cos (a — b — c) = cos (a — (è-f-c)) = cos a cos (b-\-c) 

-{-sena sen (£-|-c)=cos a cos b cos c — cos a sen b sen c 
4- sen a sen b cos c -f- sen a cos b sen c. Basta questo 
cenno per indicare la composizione di tali espressioni. 
- . , . r sen (a+A) 

5q. tan (fl+o) = [ 20 J 

sen a cos cos a sen b 


... [5i e 54] 


cos a cos b — sen a seti b 


cos 

; dividendo sotto e sopra il se- 


condo membro successivamente prima per cos a cos b , 
indi per sen a sen b\ e poi per sen a cos b, e final- 
mente per cos a sen b, riflettendo sempre che ^ ==tan, 


e — =cot, si otterranno quattro valori di tan (a-\-U) 

espressi nelle tangenti e cotangenti degli archi a e b: 
e si troverà. 

/ 58. tan(a-j-i): 

5 9 . 


tan a -f- tan b cot b -(- cot a 
I — tana tati b cot b cot a — I 
1 -J- cot a tan b tan a cot b -f- I 
cot a 


• tan b cot b — tan a 

60 . In simil guisa operando coi valori di tan (a — b ) 

sen (a — b) . , 

= — rr si avrà 

cos (a — b) 
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tan (a — 6) = 
61. = 


tan a — « tan b 

I -J- tan o tan b 
I— cot a tan b 
cot o-j-tan b 


cot b — cot a 
cot b cot 
tan a cot b — i 
col £-f-tan a 


le prime equazioni 58 e 60 si adoperano continua- 
mente, le altre ben di raro. 


62. Essendo cot = [29] per ottenere le espres- 


sioni della cotangente basta rovesciare quelle della 
tangente, e si avrà 

. 1 — tan a tan b cot b cot a — 1 

cot (a-f-6) = ; = — = ec. 

' ' tan a -j- tan b cot b -J- cot a 


63 . cot (a — b) ■■ 


1 -f- tan a tan b 
tan a — tan b 


■ ec. 


64 - Sarà facile ora seguire le funzioni circolari nei 
diversi accidenti della loro situazione rispetto agli ar- 
chi dei quadranti nei quali si trovano. Di fatti sia 
l’arco 0=90; sarà 

seri (90 +6) = sen 90 cos b + cos 90 sen b , 
ma sen 90= 1 e cos 90 = 0, dunque per un’ arco 
che sia uguale a 90 + 6 sarà sen (90 + £)="b cos b, 
In simil guisa in ciascuna delle forinole precedenti 
facendo successivamente l’arco tì=go°,=i8o 0 ,=270°. 
= 36 o° otterremo 


! go + 6=-f-cos b 
180+6=4! sen b 
27 0 + 6= — cos b 
36 o+ 6 = + sen b 

90 + i=4lsen b 
180 + 6= — cos b 
270 + 6= + sen b 
36 o+ 6 =+cos b 


f 90 +6=4! cot 6 
1 i8o+6=+tan6 
n i 270 + 6=4! cot 6 

( 36 o + 6= + tan6 

90+6= 4! tan 6 
j8o+6=+cot 6 
370 + 6= 4! tan 6 
36 o+ 6 =+cot 6 
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In un colpo di occhio si conosce in questa tavola il 
segno di una funzione. Cosi per esempio si cerchi la 
tangente della longitudine 218°. 2 7'. fa". La tavoletta 
mostrerà che tan(2i8°. 27'. 4 2 /, ) ==tan ( , 8 o 4 - 38 °. 
27' 42") = 4- tan ( 38 °. 27'. fa"). Si voglia il coseno 
dell’ AR. 347 °. t 3 '. i 4 ".si vedrà che cos (347. i 3 . i 4 -) 
= cos( 270 - 4 - 77 - i 3 . 14.) = + sen (77. i 3 . 14.) 

65 . Sia nelle precedenti forinole a==6, cioè bipar- 
tito l’arco ( a-\-b ): dalla 49* si ha 

66. seu ia = 2 r^n a cos a. 

67. dalla 5 4’ ••• cos 2a = cos’a — sen’a, dove [22] 
essendo sen’a = 1 — cos’a, e cos’a = 1 — sen’a, sosti- 
tuendo questi valori successivamente si otterrà. 

68. cos2a=i — 2sen’a=2cos’a — 1. 

69. dalla 58 *... 

a tan a 3 cot a 1 

tari aa = — = = & 

l — tan’a cot’a— 1 cot a — tan a 

e dividendo la 66* per la 67' e per la 68*. 

3 sen a cos a a sen a cos a 

no. tan aa = =■ 

' cos’o — sen’a 1 — a sen’a 


a sen ci cos a 
1 ■ ■ • 

2 co s*a — 1 

71. dalla 68’ si ottiene 

1 — cos a a i-fcos 2a 

sen’o= , e cos’a , onde 

3 ’ n 1 


1— cos 3 a 

73. sen a = y > come anche 

.I-j-COS 30 

73. cosa— V : e dividendo quest ultime 
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<] 5 . Quadrando questa equazione, e trattando cos aa 

. .. I — tan’a 

come incognita emerge cos aa — ■ . . 

76. sen aa = a sen a cos a , ma sen a — eoa a tan a 

onde sen aa — 2 tan a cos’a, e quindi tan a 


senaa 


a cos*a 
sen 2a 


ma 2cos’<z= 1 + cos aa, dunque tan «= 

) i-f-cos aa 


rv sen a 

77. Uppure sen a a— a sen a cos a , ma cos a= 

' tan a 


. 2 sen 3 a _ • ^jcu-u 

dunque sen aa=s ■, onde tan a — ; ma per 

* tan a ■ sen a a r 


asen’a 


la 68* ssen’tz — 1 — cos aa, sarà tan a- 


1 — cos aa 


sen 2 a 


* 78. Uguagliando li valori sen’a = 


sen’2a 
4 cos’a ’ 


sen’2a 


e cos’a = ^ presi dalla 66* elevata al quadrato 


con li corrispondenti della 7 1* si otterrà. 

"V(*( 


sen»aa 1 — cosafl 

79* 7 = e quindi cos a= 

4 cos’a 3 * * 


senaa 


1 — cos 20 
senaa 


r >) 


O |sen’2a i-fcosaa . 

8o ‘ 4= =3 ~ — e * umdl sena== V p ^ +^ ) 

81. Si osservi nelle espressioni ora formate , che 
essendo l’arco nel secondo membro doppio di quello 
del piimo, si conservano le stesse trasformandole nelle 
seguenti, nelle quali resta fermo il rapporto dei due 

archi — = — ;e si avrà ~ ■ > .< 

aa a 

82. sen a =s a sen ì a cos i a ... [66], 
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83 . cos a — cos’ 5 ** • 
= acos* 5 a — i 


sen J jfl=si 


asen* 


I — tarila 


84 . 


tan a — 


atanfa 
i — tan 1 3 a 


85 . = 


2senf a cos fa 
cos’ fa — sen’ fa 


acotfa 
coffa — i ~ 
asenfacosf a 
I — sen’ fa 


3 

cot f a — tan f a 
asenf acosfa 
2 cos’ fa — I 


••• t^9l ••• [7°] ••• colle prime, e con quest’uldme si 
hanno le funz;oni di un’arco espresse in funzione della 
sua metà; e viceversa quelle di un’arco espresse nelle 
funzioni dell’arco doppio. 

86. Noi ora andremo a dedurre dalla combinazione 
delle espressioni precedenti uu gran numero di altre. 
Esse servono principalmente nelle trasformazioni e 
nelle riduzioni di quelle forinole complicate e lunghe 
che spesso sorgono sia dal calcolo de’ triangoli, sia dallé 
ricerche che si fanno intorno alle relazioni dei loro 
elementi; perchè offrono l’equivalenti espressioni più 
brevi e più adattate alla forma che si vuole ad esse 
far pigliare. Mostrano le espressioni che giova trovar 
pronte, per sostituirle subito a quelle che per le vi- 
cende del calcolo vengono complicate; e delle quali 
facilitano le semplificazioni necessarie all’ultimo svi- 
luppo. 

Si piglino a vicenda le somme e le differenze del- 
le 5 i* e 54 * e si otterrà 


87. sen (a-f-ù) -f- sen ( a — b) = a sen a cos b. 

88. sen (a-j-ù) — sen (a — b) = 2 cos a sen b. 

89. cos (a+ù) + cos (a — b) = 2 cos a cos b. 

90. cos (a — b) — cos (a+ù) = 3 sen a sen b. 

91. sen (a+ù) + cos ( a — b) = 

(cos a + sen a) (cos b + sen b). 
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ga. cos (a — 6)~ sen(a-f-£) = 

(cos a — sen a) (cos b — sen b ). 
g 3 . sen ( a — b ) + cos ( «+/>) = 

(cos a + sen a) (cos b — sen b). 
g|. cos (a-\-b) — sen (a — b) = 

(cos a — sen et) (cos b + sen b). 
g 5 . sen ( a-\-b ) + cos ( a-\-b)= * 

cosi a (cos b -f- sen b) + sen a (cos b — sen b). 

' 96. = cos b (cos a -f- sen a) +-sen b (cos a — sen et), 

97. cos(a-j-i) — sen(rt+Z>) = 

cos a (cos b — sen b ) — sen a (cos b + sen b). 

98. = cos b (cos a — sen a) — sen b (cos a sen a), 

99. sen ( a — b ) + cos ( a — b)= 

cos a (cos b — sen b ) -j- sen a (cos b -f sen b). 

1 00. =cos b (cos a-fsen — sen £ ( cos a — sen a ~), 

101. cos (a — b) — sen ( a — b)— 

cos a (cos b-\- sen b) — sen a (cos b — sen b). 

102. = cos è (cos a — sen a ) + sen b (cos a+sen et). 
Sommando sottraendo e semplificando la 87*. 88*. 89*. 
e 90*. si avrà 

10 3 . 2 cos a (cos b + sen b) = 

sen (a-{-b) — sen (a — b) -|- ^cos (a -f- b) ■+■ cos ( a — b)^ 

104. 2senfl(cosi — sen Z>) = 

sen(<z-j-é) -f- sen_(<2 — b ) — ^cos (a — A) — cos (a +*)) 
1 o 5 . 2 cos b (cos a + sen et) = 
sen (a+b) -j- sen(a — b) -f- ^cos (a+^) -J- cos (a — b)^ 
1 06. 2 sen b (cos a — sen a ) = 
sen(a-f-Z/) — sen (a — b) — ^cos (a — b ) — cos (a -}-£)) 

/ 1 
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107. a co 3 <x (cos b — sen b ) =2 

cos (a-\-b) cos ( a — b ) — ^sen {a- f-6) sen ( a — b)^ 

108. a sen a (cos b + sen b) = 

cos ( a — b ) — cos (a -f 6) -j- ^sen (a-\-b) + sen (<*-*)) 

109. a cos b (cos a — sen a) =: 

cos («+£) -p cos (a — 6) — ^sen (a+Z>) -j- sen (a — bj^ 

1 1 0. a sen b (cos <z-p sen a) = 

cos (a — b ) — cos (a -p 6) + ^sen (a-\-b) — sen (a — b)^ 

no. Dividendo la 87* per 1 ’ 89* o la '90* per 
la 88* si avi anno separatamente le tangenti del mag- 
giore e del minore dei due archi espresse nei seui e 
coseni delle somme e delie differenze dell’archi stessi. 

sen (a-j-A) -j- sen (a — A ) cos (a — b) — cos (a-f-A) 

cos (a-pA) -J- cos (a — A) sen (a-pA) — sen (ti — b) 

Così pure la 88* per 1 ’ 89* e la 90* per la 87* 

. . , sen fa4-A') — sen fa — b ) 

1 1 1 . tan b = — ) — —1 1 L 

cos ( a-pA ) -p cos (a — b ) 
cos (a—b) — cos (a-pA) 
sen (a~pA) -p sen (a — A) 
tan a sen (n-pA) -p sen (a — A) 


e quindi 


I 13. 


tan A sen (a-f-A) — sen (a — A) > 

Si sommino e si sottraggono le 1 1 o* e 1 r 1 *, e rove- 
sciando li secondi valori si faccia lo stesso per le co- 
tangenti 

2 sen (fl"pA) 


11 3 . tan a + tan b = 
1 14- cot b + cot a = 


cos(a-pA) -p cos (a — A) 
2 sen (a + A) 


cos (a— A) — cos (a-pA) 

1 15 . Si facci l’arco (a-\-b) = p, ed ( a — b) = q\ in 
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tale supposizione 1’ arco a — \ ( p-\-q ) e 1’ arco b 
(p — q)-, sostituendo questi valori, e dividendo per a 
la 87* c seguenti daranno. 

116. senp + sen q=i sen 1 (p-\~q)cm 1 (p — q). 

, 1 17. sen p — sen q =s a cos 1 (p-\-q)sen j (p — q). 

1 18. cosp + cos q = a cos l (p+q) cos i ( p—q ). 

119. cos q — cos p — 2 sen 5 {p -j- q) sen 1 {p — q)- 

120. Essendo p e q espressioni indeterminate di 
qualunque arco, come lo sono anche a e b, per l’u- 
niformità del linguaggio le formolo precedenti sono 
ben rajppresentate dalie seguenti 

1 2 1 . sen a + sen b = 2 sen l ( a-\-b ) cos | ( a — b). 

122. sen a — sen £ — 2 cos 3 (a-\-b) sen i (a — b ). 

1 a 3 . cos a cos b— 2 cos 1 (a- \-b) cos I (a — b ). 

1 24. cos b — cos a = 2 sen 1 ( a-\-b ) sen 1 ( a — ti). 

Mettendo sotto lo stesso aspetto ancora le più sem- 
plici tra le altre ottenute, avremo 

1 25 . cos b + sen a ==s 

^cos \{a -f b)± sen b)^ (cosl(a — ti) ± sen Va — bj^ 

1 26. cos a + sen b = 

^cos \(a -f- ti ) + sen \{a + b)^ (cosl(a — b) 4! sen \{a — b)^ 

1 27. (sen a-j-sen ti) + (cos a -j- cos ti) = 

2 cos -i {a — ti) ^sen \{a-\-b) + cos l (a+b)^ 

128. (sen a — sen ti) + (cos a -j- cos ti) = 

2 cos 3 (a-\-ti) ^sen i (a — ti) + cos 3 (a — bj^ 

1 29. (cos b — cos a) i (sen a sen b) = 

2 sen 3 (a+b) ^sen 3 (a — b) cos 3 ( a — bfj 


\ 
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1 3 0. (cos b — cos a) + (sen a — sen b) = - 

2 sen l ( a — b) ^sen | (n-\-b) + cos i (<z +^)) 

li segni superiori ed inferiori sono in corrispondenza 
nei due membri. 

Dividendo la 121* per la i 23 a , o la 124* per 
la 122"; e dopo la 122“ perla 123 * oppure la 124* 
per la 1 2 1 * - 1 

„ , * sen a + sen b cos b' — cos a 

1 3 1 . tan J (a-\-b) = : = 

' • cos a -J- cos b r 1 sen a — sen b 

sen a — sen b cos b — - cos a 


1 3 2 . tan 5 ( a — b) = 


cos a + cos b seu a + seu b 
e dividendo l’una per l’altra 

tan | sen a -j- sen b 

l33. rr = 7 

tan | (a — !>) sen a — sen b , 

i 34 - Si noti in questa espressione, clic se a e b 
rappresentano due angoli di un triàngolo rettilineo, 
li loro seni ne rappresentano i lati opposti; e perciò 
essendo sen a -(- sen b : sen a — sen b II tan ; (rt+ò): 
tan l ( a — b) ne siegue, clic la somma di due lati sta 
alla loro differenza come la tangente della semisom- 
ma degli angoli opposti sta alla tangente della loro 
semidifferenza. In vece della semisomuia di due an- 
goli opposti ai lati si può impiegare la mela del terzo 
angolo clic è compreso tra i due. lati. Percliè si sa 
clic il terzo angolo nel triangolo « uguale 180° meno 
la somma degli altri due: e che £ 45 } .... 

tan l (u-\-b) = tan i ^i8o 0 ' — 

Sommando e sottraendo in corrispondenza li va- 
lori 1 3 r e i 32 ne risultano 

o Qf»n fi 

1 35 . tan i (a-\-b) + tan i (a — b ) = r 7 

v 1 ' 1 2 ' * eoa a -j- cos b 
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i 36 . tan \ {a-\-b) — tan 1 (a — b) = 


cos a + cos b 

E sommandoli e sottraendoli rovesciati si La si- 
milmente 


137. cot|(a-(- 5 ) + coti(a-fi) = — — 

cos b — cos a 

1 38 . cot \ (a — b) — cot | (a+i) = 2 - s ' “ — — 

' cos b — cos a 

Sommando, sottraendo e riducendo le 58 e 60 si 
troverà 

i 3 g. tan (a-f b) + tan ( a — b) = 

2 tap a (i-j-tan’A) 2 cot a (cot’i-f- 1) 

1 — tan 1 a tan 1 b cot 1 a cot 1 b — 1 

140. tan (a-\~b ) — tan (a — b) = 

2 tan b (1 -f-tan 1 a) 2 cot b (cot’a 1) 

I — tan 1 a tan 1 b cot 1 a cot 1 b — r 

141. cot (a-j-è) + cot (a — b) — 

3 cot a (cot’A-J-i) 2 tana (i-j-tan 1 ^ 

cot’A-j-cot’a tan 1 a — tan 1 ^ 

1 4 2 . cot (a — b) — cot (a -f- b) =s 

3 tan b (tan’a-fi __ 2 cot b (1 -f-cot’a) 
tan 1 a — tan 1 ^ cot 1 /» — cot 1 a 

e collo stesso metodo delle 120* ec. si trasformeranno 
nelle seguenti 

l 43 . tan ,1 + fan h = 1 tap 1 (“+*) 0 + tan ’ » 

. 1— tan* tan 1 ; (a — Z») 

2 cot ; (a — b) -(-cot* | (a — bj) 

col* ; («-(-Zi) col* | (a — b ) — x 
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1 44 - tan a — tan b = 


t 4^- cot a + cot b = 


i tan | (a — l) (i -j-tan’ | (n+A)) 
i — tan 1 i (a-j-Z>) tan 1 ì (a — b) 
a cot | (a — b) (t -|-cot’ f (a-J-i)) 
cot J i (a-|-£) col’ 5 (a — b) — i 
a tan § (n-j-i) (tan’ f (a — 
tan’ ; (a-)-Z>) — tan’ 5 (a — b') 
a cot | (a-j-£) (cot’ | ( a — 


1 4 ^- fot b — cota = 


cot’ J (o A) cot’ 3 (rt— }— /j) 

a tan 3 (o — i) (tan’ j (c-j-i)-j-t) 
tan’ 3 (a-j-6) — tan’ | (a — b) 


a cot \ (a — b) (t -{-cot’ | (a-j-i)) 
cot’ 3 (a — b) — cot’ 5 («-{-/>) 

In tal modo si hanno le somme e le differenze 
delle funzioni di due archi espressi nelle funzioni delle 
somme o semisomme, e delle differenze o semidif- 
ferenze degli archi stessi. 

Sommando i quadrati delle 5 1“ e 54 " 

1 47 • sen’ ( a-fb ) -f- sen’ (a — b) = 2 sen’ a cos’ b 
+ 2 cos* a sen’ Z>, ma [71] 

t — cos 2<i 1 4 - cos a a 

seti’ a= , c cos* a = , 

a 2 

sostituendo, moltiplicando, e riducendo si trova 
sen 1 (a-{-b) + sen’ (ti — b) = 1 — cos 2 a cos 2 b 
Dalla sottrazione si avrà 

148. seti’ (a -j- b) — sen’ (a — b)= t\ sen a cos a sen b cos b 
ma [66] 2 sen a cos a — sen 2 n, onde 

sen’ (rx-f-Z>) — sen 1 (« — b) = sen 2 a sen 2 b 
Nella stessa guisa avremo dalle 5 t“ e 54 * 

1 49. cos* (rt-f-Z») -f- cos’ (a — b) = t -f-cos 2 a cos ih 
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1 50. cos 1 ( a-*-b ) — cos 1 (ri-J-ò) = sen ia sen ih 

151. cos’ ( a — b).-\- sen 1 == cos 2 a cos 2 b 

ì 52. cos 1 ( a-\-b ) — sen 1 (a — b ) = cos 2 a cos 2 b 
Trasformando queste forinole coll’artificio del nu- 
mero 120 esse diventeranno come siegue 

i53. sen 1 a + sen 1 b =• t — cos (a-\-b) cos (a — b) 
i54- cos 1 a -{- cos 1 b = i + cos (a+b) cos ( a—b ) 


i55. sen 1 a — sen 1 b 
cos 1 b — cos 1 a 


= sen (rt+i) sen 


(a-b) 


1 56. cos 1 b — sen 1 a 
cos 1 a — sen 1 b 


= cos ( a-\-b ) cos (a — b) 


x5 7. Se si moltiplichino tra di loro le formole 
stesse 54- 55. ec. e si sostituiscono nei prodotti del se- 
condo membro li valori di sen 1 e di cos 1 presi dalla 
68“ si otterranno le quattro formole 87 e seguenti. E 
se la sostituzione si fa con 1 — cos 1 ==sen 1 , e con 1 — sen 1 
= cos 1 si otterranno le formole 1 53 e i54 

i58. Dalla divisione della 5i per la 54ottennimo ai 
numeri 58 e 60 li valori di tan e di tan ( a — b)\ 

ora operando in modo consimile colle altre combina- 
zioni delle quattro forinole fondamentali otterremo 
sen (a — b) sen a cos b — sen b cos a 

sen (aq~A) sen a cos b -|- sen b cos a 

si dividerà successivamente sotto e sopra il secondo 
membro per ciascuno de’ suoi termini, tenendo pre- 

1 sen 1 cos 

seute che tan = — = — , e cot = — = — . 

cot cos tan sen 

Ci dispenseremo di avvertire in appresso simili so- 
stituzioni perchè facilmente saltano agli occhi. Tro- 
veremo. 


1 5 9 . 


seri (o-|-£) tan a — tan h 

sen (a — b) tan a -(- tan b 


col b — cot a 
cot b -j- cot a 


t 
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160. 

161 . 
163. 
x63. 

1G4. 

165. 

166. 


1 — tan b cot a cot b tan a 1 ■ 


1 -j- tan b cot a 


cot b tan a -j- I 
cot a cot b — 1 


cos (a — li) 

1 -p tan a tan b 

col a cot A -p 1 


cot a — tan b 

cot A — tan a 


cot a -p tan A 

cot A -p tau a 

cos (a-)-/;) 

1 — tan a tan A 

cot a cot A — 1 

sen (a — b) 

tan a — tan A 

cot A — cot a 


cot 0 — tan A 

cot A — tan a 


1 — col a tau A 

tan a cot A 1 

sen (o-f-A) 

tan a -p tan A 

cot A ~p cot a 


1 -p c ot a tan b 


cot a cot b+ * 
tan a cot b -J- t 


cot a -p tan b 

Dividansi pure l’uaa per l'altra le 
otterremo 

sen a + sen b 
sen a — sen b 

tan 3 (o-pA) 


cot b ~p tan a 

121 ® e seguenti 


167. 


168. 


»<%• 


170. 


cos b — cos a 
cos b -j~ cos a 

seno + sen b 


tan 1 («+&) cot l ( a — b ) 

come nella 1 33* 
tan | ( a — b ) 


tan 3 (a — b) ‘ * * 

= tan ~ ( a-f-Z» ) 

_ tan ! (n+A) 
cot J- (a — Z>) 
cos b — cos a 
seti a — sen b 
I 


cos a + COS b 

tan|(a+i) == r-TTT-- 

' ' cot ‘ (a-j-ZiJ 

sen a — sen b cos b — cos a 

cos a + cos b sen a -j- sen b 


come nella 1 3 1 ■ 
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tan l (a — b) = — — — . . . come nelle 1 3 a* 

x coti (a — /») 

E nello stesso modo dividendo la 1 20® per la i 36*, 
eppure la 1 26® per 1» 1 2 5 ® presi i segni in corri- 
spondenza, si lia 

• sen a 4 - cos i 1 4 - fan * (a — il 

171. ; = — ! 2-1; L 

cos a -J- seu b 1 — tan | (a — i) 

cos a — seni col ? fa — b) 4 - 1 

172. = s= — tl LI — 

‘ cos b — sen a cot | (a — i) — 1 x 

, sen a -(- cos h I -f- tnn * (n-f-i) 

cos a — seu b 'i — tan | (a-j-i) 1 

. sen b -)- cos a col ? (a+b)+i 

‘ cos b — sen a col J (a~pi) — 1 

Qui trattando tan l (a — b), c tati 1 (a-\-b) come in- 
cognite si ottiene 

- . . , , . (sen a — sen b) + (cos b — cos a) 

175. tan 1 ( a — b) — : 

(seu a -(- sei» ij -{- (cos b -j- cos a) 

P (cos b — sen i) — (cos a — 'Sen o) 

(cos b -)- seu b'j -j- (cós a + sen ci) 

« / , ( sen 0 + se» b) + (cos h — ìcos a) 

177. tan ; (rt+Z>)=7 777-7 7 — 1 { 

11 ' ' (seu a — sen b) -j- (cos b -f- cos a) 

(cos b -}- sen b) — (cos a — sen a) 

I ^7 # r — ■■■■■ ■ ■ — 

‘ (cosi — seu i) -j- (cos a -J- sen a) 

179. Molte volte si è dovuto notare, che il biso*- 
gno di rendere positivo il secondo membro ha obbli- 
gato a sottrarre sempre il coseno dell’arco maggiore 
dal coseno del minore. 

Si esprimano ora le somme e le differenze delle 
tangenti di due ai chi per mezzo de’ seni e de’ coseni. 

. , sen a sen i 

vy 180. tan a + tan b 1 r = 

//S. cos a cos b 
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sen a cos A -j- cos a sen A seri (a-f-b) > . .. 

; = : — f , e similmente 

. cos a cos b cos a cos A 


sen (« — A) 
cos a c*s b 
sen (a ~f-b) 
sen a sen Zi 
seri (a — b) 
sen a sen b 
n / , cos (a — 6) 

184. tan a + cot 0 = — f 

cos a sen b 
cos ( n-f-A) 


1 8 1 . tan a — tan b = 

182. cota-f- cot& = 

1 83 . cot b — cot a = 


1 85 . cot b — tan a — 

186. cot a + tan b — 


cos a sen b 
cos (a — A) 


sen a cos b 


cos (a+b) 

a — tan b = — ì — — 
sen a cos b 

due equi 

sen (a-f-i) sen (a — b) 


I.8T • COt t. VMM V ' — — - 

sen a cos b 

188. Il prodotto delle due equazioni 180 e 181 

J < 

darà tan’ a — tan’ b — 


cos* a cos* b . 
189. La 182* per la 183’ 

. sen (a-j-A) sen (a — b) 

cot’ b — cot’ a = — v ' -- ’ 


la r 84 a per la x 85 * 

• x 

cot b % — tan* a — 


sen* a sen* b 

cos (a — A) cos (a-J-A) 
cos* a sen* b 

la 186* per la 187* 

, . , cos (a — lì) cos (a+b) 

1 cot a — tan b — — - _ — L. — L 

sen* a cos* b 

la somma dei quadrati delle 180 e 181, e delle 182 
e i 83 daranno 
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i ga* taira 4 - 1 m'b = f L a ~* ì 

** *1 rm*/i wk*A 

J\ Vi' 

iq3. cot’a 4- cot’i = 

- a . • > <•■ 
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2 cos’o cos’A 
sen* (n-f-A) -f- sen' (*-—•£) 


» * sau’a se»’ b . . *'■ 

La sottrazione di questi quadrati medesimi darà 

. . . sen* (a4-M — sen’ (a — b) 

iq4. tan a tan b s= ^ 

* u ' ’ 4 cos’4> 

», . sen» fn+i) — sen’ (a — b ) 

iq 5. v cot a cot b = ■ : ■■■■ 6 . c 

u 4 sen’a seQ 3 & 

* r r 

moltiplicando l’equazione per il denominatore del se- 
condo membro, e riflettendo clic 3 sen a cos a=sen 2a 
si troverà 

1 96. sen 3a sen ib 5= sen’ {a -\-b) — sen’ (a~- £) , 
oppure 

107. sen a sen £ = sen’ I (<z+£Y— -sen’ 1 (a—b) 
198. =co s’<t(a — £)~— cos’ 5 (a-f o) 

Queste trasformale secondo il num.° iao pigliano 
l’aspetto delle trovate piu Sopra- i!; * 

- » fi 

Altri rapporti traile funzioni di un'arco. 

Sul principio "litrtitatìdòci! alte pih ; semplici , : fàspar- 
miammo ai giovani la ricerca -di- molte altre espres- 
sioni relative alle funzioni 3i un’arco e della stia metà; 
saranno essi ora meglio in istato di sviluppare le re- 

stantió r> »i> n T i'i;l 1. -n 4a.O 


slanfa , , k 


v, X* 8 4‘ n(vea dato tan.fi,^ la qtialc di- 

— 1 1 '■> »'. ì ».*’*• ( : ; ’ii - a « » . 1 . * 

Visa .sotto c sqpra per ,tan 5 a 1 diede [84J 

- 1 Li.' . 'in a , 

199. tana== — — onde 

i y 1:'. cot|« — tanjn 


■r ‘ • un. 


•• . tl 1 i>J*oq 
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\ , » i ’ , a 

200. cot£<j — tati, a = — 3 col a.oode. . 

tana 7 • 

201. tan£a — cot£ a -—scota 

203. dalla 83* si ha i — cos a = 2 sen* £ a =s= 

2 sen \a sen £ a\ e dalla 82*, 2 sen £ a = — , sosti- 

* * ’ 7 cos , a 7 

' • • ■ . I % |f 

sen et sen — cl * , • 

tuendo sarà 1 — cos a = — — = sen a tan £ a 

cos £ a 

onde 

2 o3 . tan \a — 


cos , a 
1 — cos a 1 


sen a 


- cot a : 

sen a ■' <• 


204. Dipoi; 1 + cosa=acos’|a=2CÓs£<x cos £ d 

i.„ _ cos» a sen a . ,, 

= [82 J .... — =— = sen a cot £ a, e quindi' •' 

sen| a 7 * 

' i- 4 -cosa 1 < : sic . ~ j 1 

cot £ a = — ! cot a: e quindi 

sena seti a ;< . 'i 

' ° z * n r ci MnB — — ' ’ 

305, tan£a= [76] = . . •» 

J 14 - cos a " t-cota ';' 1 1 

u>n a * 


sen a 


; -v 


1 -|-cot a sen a 

Moltiplicando la 200* per la 202* 1 •;» 

: „ . il — cosa • 1 ii-.' i.: i-f.l ’.!( 

200. tan* s a = 1 , - • 

• t i- ; •>. • 


1 4 - cos a 

■ -.!> ■ 

^ 207. Onde poicchè — — — = tan £ a\ se a è Fan- 

golo obbliquó in un triangolo rettangolo, [i 5};' ieh a 
sarà il lato opposto e cos a il lato adjacente , e l’i- 
potenusa sarà uguale al raggio =1 1 : e quésta espres- 
sione dimostra che nel triangolo rettangolo il lato op- 
posto ad un’angolo obbliquo diviso per la somma' del- 
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l’ipotenusa col lalo adjacente farà conoscere la tan- 
gente della metà di quest’angolo. 

208. Anche fao 3 ] tan i a =s — - ....dimostra 

, sen a 

che nel triangolo rettangolo la differenza tra l’ipote- 
nusa e il' lato adjacente di un’angolo obbliquo, di- 
visa per il lato opposto, è anche uguale alla tangente 
della metà dell’angolo. , - . . 

209. E la 206 dimostra, che nel triangolo rettan- 
golo ìa tangente della metà di un’angolo è media prò- * 
porzionale tra la somma e la differenza dell’ipotcnusa 
col lato adjacente all’angolo. 

210. sen a = 2 sen \ a cos s a = 2 tan \ a cos 1 \ a 

_ * tan 3 a 2 col J a 

onde, [20], [ 3 o], sen a = — — = ; — r“ ••• 

1 L L i-ftau l |a cot»*a-j-t 

ma 2 tan 5 a = tan a (t — tan’ 5 a), [84] , e ^ = cos 

onde 


2 1 1 . cos et = 


1 — tan* 5 a cot» | a — 1 


I -[-tan 3 j a cot»|a-f-i 

Moltiplicando sotto e sopra queste due per cot \ a . 
212. sen a = 


2 cot * a 


cot * a-j-tau 5 a 
2 tao ; a 


2 i3. cos a- 


l-j~tan’|a * 
cot i a — tan ! a 


col» ì a-f-t 
come si era trovato. 


cot 5 a-^-tau i a 

Sostituendo nella 212 il valore [201] di tan I a, 
e divisa la frazione per 2, 

1 taa | a tan a 


2 1 4* sen a= - , 

^ col 5 a — cot a 

e divisa per tari 


tan « — tan | a 
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ai 5 . cosa- 


cela 


__ tan 


cotta— «ot<t i tana — tannai 


o tali * fi 

,, 6 . 

(i^-tanj «) a _ (tiotgg— if 1 ' 

t-f-tan’ | a eoe * a-f-t 

»*• • < ' i. • Il •> ' i: • ’ 

a tan s a , 

*> 7 - .+««=■ + 

• (i-j-tan5*y* (cotla-f -1 ) 3 ■! 

' ‘ i-j-tau 1 fa cot'i a-f-i r< > t 

Dividendo queste l’una per l’altra 

I— sena _ ^ r— tan*« y • f cot j g^-iy 

2I ®* i -J- sen a M-j-tau ’ a' ^cotja-j-i' 

I — cos a i — cos a 

aio. La 2 o 3 da tan 1 ** = ■ == . 

jiy. 1 sena cos a tana 


onde tan l a tan a — 


i — cos a 


cos a 


I 

cos a 


r r e quindi 

!*-=» i -f tan | a tan e finalmente 


cos. a 

* », 

> , t 

220. cosa 


cot f V coi a 


* l-L-tan ^ a tan a i-4-cot £ a cot a 

Nello stesso modo dalla 2 o 4 * si ha cot \ a tan a 

i 4 -cosrt t . i. 

*.r= 4* i; e quindi 

cos a 1 

1 tan | a 


cos a 

22t. cosa — 


cot J a tini a — i tan a — tau ’ a 

cot a 


cot | a — cot a 

222. ì — cos a== [ 83 ] 2 sen’ f a=^ a(i — cos’ i a ) 

I — tan*|a * 

1 i-f-tan’ J a 
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3 f an * 1 ( j 

aa 3 . Quivi riducendo si ha i — co $ci= t ..^r ; 
aa 4 - f — cos a =« [a 6 ] y i 


a) ‘ 

I - • > • > 

“ y(i— tun’ a) 


ci i • ■ i r ■ 

aa5. i — cos a **=[25] *• 


sen a 


. tali a 


iena cos a 


sen a 


seni a r __ /i-fcosaa\ 

= tee] . — — =* M <f t-* •••• 


sono tante éspressiooi dei seno verso 

a a©. Onde, [35], si aw&senv. 45°= i — V*-" 
sen v- 3o = t — s V3 sen v • 6ó° = J 


Funzioni di un T arco unito con 45° , con 3o°, con 6o* 


Si faccia ora l’arco a = 45°; sovvenendosi che ,, 
sen 45 = cos 4 5 == e c h e t an 45° == 1 == c0 * 45* 

Per la 5i* e 54* 

227. sen (45 +6)= sen 4-5 (cos b -±_ sen b) = 
cos 45 (cos b + sen 5) = cos (45 + 5) 

, , sen (45+i) cos(45-|.Zi) 

2 a8. Onde cos 5 ± sen5=- scn '^— — 

— sen (45 + 5) \/a 

. 1 ■ cosi ± sen 6 

229. sen (4 5 ±5)=== cos (45+5) = ^ 


■X 


a3o. tan (45 -fi) 


0©S *+ sen £ I -j- tan b 


C os £ — seh b x — tan b 

; 

cos £ — sen b x — tan b 


23 1. tan (45—5) == cos b + — b — t + tan £ 
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a3a. Se si avesse fatto nella $i* e 54* -5=45 
si avrebbe avuto sen a '+ cos a == sen (a + 45) V 3 

=cos(a+45) V 3 ; come anche tan(<z+45) — —■ 

Onde nel primo caso si suppone 5 < 45, nel secon- 
do 45° < a. 

a33. Combinando i due casi si vede che si ha un 
valore positivo sempre che si pigli la differenza po- 
sitiva. Cioè sen (45£5) = cos (45*5) = 

sen (5+45) = cos (5^45) 


a34» L’espressione tan (45 co a) = ? os acr>iena ^ ^ 

' cos a-j-sen a 

grand’ uso. Li lati di un triangolo rettangolo , sono 
suscettibili di qualunque valore numerico ; ma sono 
sempre sen a lato opposto, e cos a lato adjacente al- 
l’angolo a : mentre l'angolo a e dipendente dal loro 
• rapporto. Perciò sarà la tangente della differenza di 
quest’angolo con 45° uguale alla differenza dei lati di- 
visa per la loro somma. Ma 1’ angolo a si conoscerà 


. , sen a lato opposto 

sempre, perche — - = tan a f i81 = , p- : 

cos a *- J lato adjacente 

onde generalizzando ne viene, che avendosi due quan- 


tità ineguali x e y si può sempre fare - = tan z , 
e di poi tan (z co 45) = X —~ . 

x+y 

a35. L’angolo z nato così dal rapporto delle due 
quantità x ed y dicesi angolo ausiliario. E general- 
mente si dà un tal nome a tutti gli angoli, che si 
formano nel momento coi rapporti conosciuti, e che 
dopo di aver servito al bisogno non figurano più tra 
i risultati. 
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a36. tan (45+/») — tan (45--6) — A „• 

1 ■ . ,• i : 1 . 1 

I 4- tan A i— tanè 4 tan ^ 

1 — tan A I -}- tan A I — tàtt ' 1 b 

ma per la 69* 2 tan ih = dunque ’1 

a3 7 . *,,, - 'f~ *" (45+«)-»"(45-t) -' i - 

* a ’ 

tlT1 ft _ (45-fI *) — tan (45— f A) 


238. Il quadrato della 229 darà sen*(45i6) — 

cos* ( 4 ^ 4 -b) = -= , 

- • < , , -!■ ì >' .< - A ‘O .<; 

ma a sen i cos 6 c== sen 3 6, e sen*+ cos*i=«.'i dtìhqujy''* 
iJ.a3g. sen’ (45+6) = cos’ (45416)'»= } r~ . * 

ovvero, che è lo stesso, 011 tinnii 

240. asen’(45+ ì6)=acos , (45 + *6)=='t +sen 6 

ide '• ; A ■ ‘ ■- v ' 4 .vii: 

•p4r. tan* ( 45 -H >6) = 1 ^1^° * ' + » < ; i) i.t.1 .icc 

a4a. tan’ (45 — x6) == 


onde 


1 f— sen A 
1 4- sen A 


«-f* 


; ! ; ■ ; 


v 

A ,c«*c 


•ì ■4- * eI » A 
■ • 

2 43 • sen 6==2 sen’( 45 +36)4— r =2 cos*( 45 — x 6) — 1 
= 1 — 2 sen* ( 45 — 56) =>1 — 2 cos* (45 + 16); si ri- 
fletta che sen ( 45 -{- 6 ) = cos ( 45 — 6) 

244. sen 6 4 — ftS + i jhl. 1 — 

s • | *n* ! (44_4-|4),^‘ * t , r , I 4- tan* (45— | A) 
moltiplicando per cot ( 4 *> 4 - 56), c cot ( 45 — *6) 
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3 45 sen b = t3 . n< fl .ÓCr 
4 .tan (45 + ^)V co t( 45 +^^) 

! taii (45 -fi f ff) — t.-in (45 111 %t>) 

" tan (45 -f & é)-4f- tau (45 — | b) 


La 345,, ^iviSa '.pei- la 3^7 daranno » -, ,/ *, , , fl 

<i ... 1 - 1 

546. cos 1 • 

f «. 

2 

li [f* cót (45.^ |,*J 

_ I» queste £0»v,ertft u <lp le tallenti .i{i.^2, ; je riflet- 
tendo chè ««f <)o esfc r si atn-à 

347. cos b— 2 cos- (45 + ; &) cos (45 — | b) 

Sia rt *»=l3o 0 : e perciò* [35] sen 3o° « iqt 

* ios 3o° «*=4-\/3, e tan 3p° m ; le 5i* e seguenti 

daranno . <( •. > A ni ó ,*»it , ,«ji./vo 

^ ^en (3o J4 >^(cqs b ± sen b \$> , .„j r 
a5o. cos (3o 4. b ) ’= j (cos b \J’ò + sen è) 

e* * /o ,,v„' I ± Un *V 3 - cotA ±V 3 
3 5.. tan (3o + 5)= 

dalle 87* e seguenti , si j»a .. . 

' 0 -- . , ; yjrl . '. ( r 

35a. cos £ = sen (3o4*é) + sen (3o — ò) 

1 — ó' i — r | ) ;,| . *<k>s ^3o ; 4* i ^ rf-t cb$ (30-^i) v'ufw.c |.S 


x. C I 


-n i« - ì 4 ' c'JITvoj £ -:■ 1^3 . '■ 

, VseS(3b+A^— sen(jòi-l*) li,(i ‘'• ! * > ' iJ “* 

. <a53, se » b == _ ■ y B -■ ■ _ _ . 

t=ì cos ( 5 o— « eóà^o+ò) 

ti**) 3 f - i\* t 1 '.'.Ho*> i nòni, 
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* 

, a53. tan i 


cos ( 3 o — A) — co» ( 3 o-f-A ) 
sen ( 3 o-j~A) -|- sen ( 3 o — A) 

' 1 _ sen ( 3 o-f-A) — sen ( 3 o — A) 

r cos ( 3 o-|-A) -j- cos ( 3 o — A) 

In sirail guisa, fatto a s= 60, si otterrà 

n 54 . sen (60 ±i) = \ (còs b \JZ ± seti b) 

, a 55 . cos (60 + />) = § (cos b ± sen b \JZ) 

a 56 , tan (6o±i)=-^ ±tan f = coa V 3 ± T 

v , - 1 i4_tanAy3 col A 4. ^3 

• ' 3S7. cos b = “"(6°-H) + .co(6o-*) 

, ,// ‘ : ■ V» \ : • - .■ 

:/ . • ( = cos (604-i) 4- cos (60 — b) 

.. .358. sen b ^ sen (6o-f-i) — sen (60— b) 

>' COS (60 A) f— cos (60-f-A) 

j- o . . V 3 

a 5 o. tan b = ( - +^ ~ seD 

cos (60-f-A) -f- cos (60 — A) , 

• 1 ' i - cos (60 — A) — cos (60-f-A) ■ 1 < 

sen (60-f-A) -f- sen (60— A) 

Nella i 3 i* e seguenti si facci a = g o, non di- 
menticando che sen go = 1 , e cos go — o 

a6o. ! 


iv 


a6i . tan (45 -f- j b) = 


262. tan (45 — ib) = 


tan (45 — ■ j A) 

1 — sén A 

. 1 -f- sen A 

cos A 

cos A 

1 — sen A 

x 1 — sen A 

cos A 


cos A 1 -f- sen A 


6 
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a 63 . tan ( 45 + 5 6) tan (45 — = ~ * !, 

in conferma che l’arco di 45 ° + ah complemento 
di 45 ° — a. • 

Con a = 90 parimenti si avrebbe dalle 121* e 
seguenti 

364. sen b = 2 sen (45 + 1 b) cos (45 — S b) — 1 
a 65 . sen b= 1 — a cos (45 + lb) sen (45 — » b ) 

366. cos b = 3 cos (45 + 1 b ) cos (45 — ì b) 

367. cos b = a sen (45 | b) sen (45 — ~b) 

Queste formolette erano state già trovate ai nu- 
meri 243 e 247 raesse sotto un'allro aspetto. 

268. Poicchè li tre angoli del triangolo (fig- 1 ) 
sono uguali a due retti, sarà A + B -f- C = 1 8o°, 
e per conseguenza A -f- B =t 180 — C; e tan C = 

lan A tan B lan A -f- tan B 

— tan (A+B) = ; - = ~~T) 

' ‘ / 1 — lan A tau B tan A tan B — I 

onde tan A tan B tan C — tan C = tan A + tan B y 
e finalmente, 

tau A tan.2? tan C = tan A + tan B + tan C. 
369. Onde la somma delle tangenti di tre ardii è 
uguale ai loro prodotto. E perchè le tangenti di loro 
natura sono suscettibili di qualunque valore [46], e 
possono rappresentare qualunque quantità, questa for- 
inola dimostra, che in numero infinito sono le solu- 
zioni del problema : trovare tre quantità la di cui 
somma sia uguale al loro prodotto. 
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Serie che esprimono gli archi nelle, loro funzioni , 
e viceversa. 


270. Abbiamo fin qui maneggiati archi di circolo, 
e linee rette, che sono quantità eterogenee di lor na- 
tura, ed abbiamo veduto li rapporti delle funzioni di 
questi archi col raggio. Giova ora cercare la maniera 
di rendere comparabili gli archi col raggio, e ciò ot- 
terremo esprimendo la curva per mezzo delle sue 
funzioni, cioè mettendola in rapporto col raggio del 
circolo a cui appartiene. Varie sono le strade per giu- 
gnervi, noi adopreremo quella semplicissima che viene 
somministrata dal calcolo differenziale. 

27 1 Secondo li principj del calcolo differenziale si 
ha la differenziale infinitesima dell’arco a 




9, sen a 


co ia \/(i — seu> a) 


=9>sen a \/(i — sen’ a) ~ * 


Alzata al solito colla forinola del binomio l’espres- 
sione 1 — sen’ a alla potenza — I, si avrà la serie 
differenziale 


/ i.3 i.3.5 , 

a =»> sen a li 4- I sen’ a -1 sen< a -j — sen 5 a 

' ' 2.4 2.4.0 


, i.3. 5. 7 

+ r4À8 sen ’ 


a +ec.) 


serie infinita la di cui legge è manifesta. 

272. Sapendosi che 1’ integrale di 'fra è lo stesso 
arco a, integrando il secondo membro si esprimerebbe 
l’arco a per mezzo del suo seno. Di fatti i° il primo 
termine della serie è 9* sen a X 1 = sen a, il di 
cui integrale è evidentemente sen a. 2 0 II secondo 
termine è ì 9. sen a sen’ a. Si sa che per integrare 
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le differenziali monomio si accresce di un’unità l’espo- 
nente della variabile, e si divide per la differenziale 
della variabile moltiplicata per l’esponente stesso così 
accresciuto, onde sarà 

S w g, sen a sen 3 a sen 3 a 

i & sen a sen’ a = f X — — — - , 

3 g, sen a a.3 

3 ° Nello stesso modo operando sul terzo termine sarà 
0 1.3 • 1 .3 w g, sen a sei » 5 a i .3 sen 5 a 


» / y, sen a sen j a i.osen 3 » 

*5 — & sen a sen* a = — X — — = 7-7- 

w 2.4 2.4 ' 5 ^s ea a a. 4 . 5 

4 ° Così pure per il quarto termine 

S 1.3.5 i. 3 . 5 \/g,sen a seri* a i. 3 . 5 sen?a 

-7— sena sen c a— — r?X — ; 

a- 4 -b 3.4.6'* 7 g, sen a 2. 4.6.7 

e così con gli altri termini operando si otterrà final- 
mente. 

_ sen 3 a 3 sen 5 a , 3.5 sen’ a 

’’ 3 ' a = sen a + _+_ + __ 

3.5.7 sen 9 a 

» — 7~Z~Z r ec. . 

2.4.6.8.94^' 

2 j 4 ‘ Col medesimo artificio si opera sulla differen- 
ziale infinitesima del coseno dell’arco a. Perchè essendo 


— 9 > cos a =% a sen a, sarà % a = 


— % cos a 


— 9 , cosa £ 

— 7 ( 1 -cos 4 ) "~^ cosa C 1 — * cos * a \ sviluppata 

la serie, e fatte le riduzioni si otterrà 

e- - cos 3 a 3 cos 5 a 

270. a = 1,5707003 — cos a — . — ; — 

2.3 2.4-5 

3.5 cos 7 a 

77 — — ec. 

24.6.7 
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376. Similmente essèndo 

» a 

cos’ a 


45 


9> tan a - 


[36] 




1 tan’ a 


, sarà 


9 > a = 9 > tan a ( 1 -f* tan’ <z)~ a E quivi operando co- 
me nella 37 1 , fatte le riduzioni si otterrà facilmente; 

377..ZI =tan a — |tan J a+ Jtan 5 a — ? tan T a -J- ec. 

378. Con le serie 373. 375. 377. viene espresso 
l’arco a nelle sue funzioni. Giova ora trovare ciascuna 
funzione espressa per mezzo dell’arco medesimo. 

379. Si applichi alla serie 373 il metodo- inverso 
delle serie, e dopo qualche fatica si troverà 


a® 


sena; 


ai 1 
:CL f- 

2.3 ^ 2.3.4. 5 


2 . 34 - 5 . 6.7 


■ ec. 


380. Ora si rifletta che 

% 

cos a = \/( 1 — sen’ a) = ( 1 — sen’ a)\ 

Fatto dunque il quadrato della serie precedente, sot- 
tratto da 1 , e quindi estratta la radice per mezzo 
della formola del binomio, cioè elevandola alla po- 
tenza ■, si avrà 


381 . cos a 




a* ( ai 

T + IX4 

a » 


2.34.5.6 


ec. 


2.34.5.6.7.8 
382. Onde la serie esprimente il seno verso 

a 6 


a ■ ai 
sen V. a = 

2 2.3.4 


ec. 


2.34.5.6 

c’ / a x ai \ 

“Tv 34"^ 34T6 ec ' 
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a 83 . Dividendo colle regole algebriche la serio 


del sen a per 1’ altra del cos a si avrà 


sen a 


cos a 


cioè 


a? 2 <jS 17 a 7 , 62 a 9 

+ TI + F 5^ + 

t 


+ ec. 


tan« 3 * 3.5 ' 3, 5 . 7 1 3* 5.7.9 

t 

a 84 * Si osservi in questa serie che se a < 90, 
essendo positivi tutti i suoi termini, la loro somma 
darebbe tan 90 = 00 , come deve essere. Ma se a > 90, 
non potendosi avere quantità maggiore dell’infinito, la 
serie- diventa divergente, e il valore della tangente im- 
maginario. 

a 85 . Si divida colle solite regole dell’algebra l’unità 
per qucst’ullima serie, si avrà 

1 n «3 , ji flV- 


COt a a 3 3» 5 


1 a 9 


3 J 5.7 
i38a a" 


33 5 » 7 


■ ec. 


3 J 5.7.9.11 34 5 3 7 1 g.n.i3 

la riduzione dei divisori de’ termini di questa serie 
è un pò fastidiosa, e costa molti tentativi per met- 
tersi in cifre ordinate. 

a86. Le due serie 273 e 279 mostrano anche la dif- 
ferenza dell’ arco sulla sua corda. Essendo la corda 
di un’arco uguale al doppio seno della metà dell’ar- 
co [11] si sostituisca nelle serie { a in vece di a, e 
indi si moltipiichino per a, e si avrà 

sen 1 fa , 3sen s |a 3.5 sen 7 * - 
~r 


o — mn sa=s- 


a — 2 sen J a = ■ 


4-5 

ni 


4 . 6.7 


■ ec. 


ec. 


2.3.a> 2.3.4.5.24 2.3.4.5.6.7.26 

colla prima di queste due serie l’eccesso dell’arco fi 


\ ... 
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sulla sua corda è espressa nel seno dell’arco; colla 
seconda, nell’arco medesimo. 

387. Si noti che sono tutti composti di potenze 

S ari dell’ arco a li termini delle serie del coseno e 
el seno verso : e che perciò anche quando l’arco a 
e negativo, il coseno, e il seno verso si conservano 
positivi. All’incontro nei termini delle altre l’aroo a 
trovandosi elevato a potenze dispari, il seno , la' tan- 
gente, e la cotangente cambiano di segno col cam- 
biare del segno nell’arco. 

388. Non ci sarà difficile ora calcolare la lunghezza 
di un’arco in parti del raggio, cioè assegnare l’arco 
che corrisponde al raggio, disteso esattamente sul me- 
desimo. Si presentano all’uopo molte strade, ma noi 
faremo uso del sen 3 o.° 

Di fatti sappiamo che sen 3 o° = | r = o, 5 ; fatto 
dunque a = 3 o°, nella serie 373, e sostituito il valore 
del suo senp nei diversi termini, otterremo 


Arco 3 o° = 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 


sen a 

sen 3 a 
a. 3 - 
3 sen 5 a 
a. 4.5 / 

3.5 sen7 a 

3.5.7 sen * a 
3 . 4 . 6 . 8.9 

3.5i7.gsen‘' a 


43 
. 3 

12 S 0 

5 

i 4336 

io 5 

1769473 

'189 


a. 3 . 6.8 .10.11 17301604 


.. . . Oj 5 

= o , 030833 

x= o,ooa344 
= o,ooó349 
= 0,000059 
= 0,000011 


Somma o, 5*359 
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non tenendo conto delle ultime decimali, la cui esat- 
tezza è dipendente dalle seguenti non calcolate, si trova 
l’arco di 3 o° = o,5a359 pel raggio = i. : se il raggio 
fosse un numero r, l’arco di 3 o° sarebbe r X o, 5235 cp 
Colla serie 277 il calcolo sarebbe riuscito assai più 
breve. . ' • . .... , 

*89. Trovato l’arco di 3 o° nella supposizioHc del 
raggio t=s 1, e calcolando un maggior numero dei ter- 
mini della serie, si ha facilmente 

Arco di 90° a 1,5707963 + , 

. 1 di 1S0 0 *= 3,1415926 -j- ■ 

- di 36 o° = 6,283 1 853 + 

; ' 1 '. . .. , . •< 1 . 

il segno -f- in fine delle cifre indica che' le altre che 
possono mettersi appresso spingono di più l’appros- 
simazione. . , . .. 

290. Onde siegue il rapporto del diametro alla cir- 
conferenza; cioè 

2 r : :? 1 : 3,14159265358979323846 + 

arrestandosi a venti decimali. . * 

291. Se poi si facci 6,283iS -f- • 36 o° 1 : r 5 * 

si troverà che l’arco uguale al raggio è di 

57°, 2957795 i3o 8232 +=57°. 17'. 44"}8o624697-f- 
= 3437', 7467707 + — 206264'', 8062469 -}- 

t 

che sono li valori numerici del raggio espresso in 
gradi, o in minuti, ovvero in secondi. 

292. Fatto il raggio ==1, l’arco uguale al raggio 
sta ad un’arco qualunque, come l’unità, o il raggio, 
al valore dell’arco espresso in parti dell’unità. 

-- Si denota per r°, r 1 , r", 1 ’ arco uguale al raggio 
espresso in gradi, in minuti, 0 in secondi. Onde si 


4 i) 

J O 

avrà l’arco (li n gradi = n )( — -, l’arco di » minuti 
= n )( -p - » e l’ arco di n secondi = » )( 


sg 3 . No siegue che per ridurre una quantità li- 
neare in gradi, in minuti, o in secondi essa va mol- 
tiplicata per r°, per ri, o per r". E che all’ incon- 
tro per ridurre i gradi, i minuti, i secondi di un’arco 
in parti del raggio bisognerà dividerli in corrispon- 
denza per r°, per ri, o per r". Queste riduzioni es- 
sendo frequentissime ne diamo qui li logaritmi con 
dieci decimali. 


ag4- Log. r"=Iog. 2o6aG4",S -{- = 5.3 i 44*5 i 332 

ag 5 . Log. r* = log. 3437', 7 -f- = 3.5362738 828 

396. Log. r° = log. 570,2 -|- =3 1.7581226 3a4 

397. Onde volendo esprimere in parti del raggio 

l’arco di 1“ si troverà 

0,000004848 parti del raggio; 


1" 

~7 


206264", 8 


valore il quale, dentro i limiti della più gran preci- 
sione, è quello del seno di 1"; 


onde - = 206264'', 8 ri- 

398. Onde i complementi aritmetici dei log ri', log ri, 
log ri* saranno li log sen i", log scn 1 ', log sen i°. 
Log. sen 1" = 4-6855748 668 
Log. sen 1' = 6.4687261 172 
Log. sen i° = 8.2418773 676 
299. Non si può introdurre ri' (e così ri, ri 1 ) nelle 
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forinole senza elevarlo alla stessa potenza della quan- 
tità che si vuol ridurre : perchè se per ridurre li se- 
condi dell’arco a in quantità lineari si deve fare — , 


è chiaro che non vi sarà omogeneità se per ridur- 
. . a 1 a 3 

re a', a 3 ec. non si facci , — ec. 


E all’incontro se per ridurre in secondi la quantità 
lineare m si dovrà lare /»r", per ridurre m’, ro 3 , ec., 
si dovrà fare m’(r")% /n 3 (r') J , ec. 

3 oo. Secondo il bisogno si esprimono li piccoli ar- 
dii in secondi oppure in decimali del raggio : è la 
stessa cosa : perchè tanto è dire , arco di i" , cioè 


— * — della circonferenza, quanto — — , - del rae- 
1296000 1 1 206264,8 0 

gio. Dapoicchè una circonferenza sta a 1 296000" nel 
rapporto di 1 a 306264", 8. 

3 oi. Essendo le funzioni circolari parti del rag- 
gio, supposto questo = 1 , quando esse moltiplicano 
o dividono una quantità, si devono considerare come 
fattoli della quantità espressi in frazioni decimali. 
Così 4 °" 3 o° non significa altro, clic 4 ° H molti- 

plicalo per o ,5 — 20": perchè sen 3 o° = 5 = o, 5 . 
3 oa. Così deve esser considerata l’espressione [18] 

tau C = la quale si riduce a quest’altra 


AC tan C = AB = r AB dove fu fatto r = 1. 
La tan C essendo un rapporto col raggio r, sarà una 
f razione decimale dell’unità se C < 45 ° [ 36 ], e sarà 
un’intiero più una frazione decimale se 6’ > 45 ° • 
3 o 3 . JN’ell’equazioni che esprimono de’ rapporti è 
molto interessante per semplificare i calcoli la scelta 
delle unità. Perchè la stessa quantità espressa in fra- 
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fcione può riferirsi ad unità differenti delle quali le 
parti siano differenti. Il movimento di i" se si rife- 
risce al movimento diurno che è di 34 ore, ne sarà 

~ — ; ma se si riferisce al movimento orario, per- 
864OO 7 * 

che questo ne è 24 volte minore, ne sarà ~~r- Così 
1 1 1440 

pure una linea è — del piede , cioè è o",oo6g44 ; 

ma rispetto al pollice è — = o,o8333. 

3o4- In conseguenza di ciò si fa la lunghezza as- 
soluta dell’arco infinitamente piccolo uguale al raggio 
del cercliio a cui appartiene moltiplicato per il nu- 
mero de’ secondi dell’ angolo che misura. Perchè è 
chiaro che la lunghezza assoluta di quest’arco è nella 
ragione composta della lunghezza del faggio e del- 
l’angolo di cui è misura. Sia 1’ arco piccolissimo a 
appartenente al raggio r, misura delf angolo A : si 
facci r= io piedi, 1’ arco a di un pollice, e P an- 
golo A di 3 minuti; esprimendo sempre lì raggi in 
piedi, gli archi in pollici, e gli angoli in minuti, sarà 
sempre vero che a — rA. Onde se sia r' — 3o piedi 
ed A' — 6' sarà rA : a r' A' : a! = g pollici. 

3o5. Sia ora l’arco infinitesimo a espresso in parti 

del raggio di modo che venga — sen A. Ma per- 

r 

che il seno di un piccolo angolo è uguale all’arco cor- 
rispondente; si avrà lo stesso rapporto se l’angoletto A 
si compari coll’ arco uguale al raggio. Di fatti sono 
a 

— e 
r 

passare all’integrale si fa A = 36o° è chiaro che si 


uguali rapporti 


— . In questi casi quando per 
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mette il doppio del n.° 3, « 4 * + per esprimere la 
circonferenza, nella quale il raggio o l’arco 5j° deve 
essere 1 unità. 

306. Così pure nei calcoli delle forze centrali oc- 
corrono spazj S, s, velocità V ì e, e tempi J 1 , /, da 
comparare, e si sa che lo spazio S sta allo spazio s 
nella ragione composta delle velocità rispettive per li 
tempi. Si ha perciò la proporzione S : s :: T V : tv. 
Ma se per esprimere le unità di spazio di tempo e 
di velocità, si fa S = un piede, T = un secondo, e 
y = un piede per secondo, si ottiene s —t v, equa- 
zione che esprime che quando il tempo t è di a se- 
condi, e la velocità di a 1 ', lo spazio s sarà di 4 piedi. 
Quest’ equazione s = t v mostra dunque il rapporto 

di s ad 5, o sia mostra che — =s , supponendo 

sempre che per esse si esprimino tante frazioni del- 
l’unità che è stata adottata per lo spazio, per la ve- 
locità, e per il tempo. v 

307 . Le serie precedenti de’ numeri 173 e seguenti 
ci fanno conoscere quello che si può negligere nei cal- 
coli quando gli archi sono piccoli. Se l’arco a è dato 

in secondi, per la 179* sarà sen a = a — —, onde la 

differenza tra un piccolo arco ed il suo seno non è 
che la sesta parte del cubo dell’arco. Ma l’arco è una 
frazione della circonferenza, e il cubo di una frazione 
è tanto più piccolo quanto minore è il valore di tale 
frazione; dunque questa differenza, la quale per gli 
archi infinitesimi è un’ infinitesimo di terz’ ordine, si 
può trascurare : e tanto maggiormente sono trascura- 
bili gli altri termini della serie. Onde li seni degli 
archi piccolissimi si considerano uguali agli archi. 
Quando l’arco è di un grado la differenza col suo seno 
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non è ancora che 0,0000009, cioè non arriva ancora 
al millionesimo del raggio. 

3 o 8 . Se si volesse esprimere in secondi la differen- 
za tra il piccolo arco ed il suo seno bisognerà renderne 
omogenee le espressioni. Sia a — i° ~ 36 oo" si Cai- 
ri» 

coli — e si avrà a espresso in decimali del raggio. 

Il suo cubo diviso per 6 darà l’eccesso dell’ arco a 
sul suo seno espresso in decimali del raggio. Volendo 
ridurre questo eccesso in secondi si moltiplichi per r"; 
così per l’arco di i° si troverà o",i 8 . Questo ecces- 
so sì trova di 1" quando a = i°. 45'. 44 "; e di 5 “ 
quando a = 3 °. o'. 47". 

3 og. Dalla 281* si ha cos a = 1 — ~ + cc. , 

2 7 

onde il coseno di un piccolo arco differisce" dal raggio 
della metà del quadrato dell’arco medesimo, il quale 
per gli archi infinitesimi è un’infinitesimo di second’or- 
dine. 

3 io. Sarebbero restate puramente specolati ve tutte 
le formole di cui finora ci siamo occupati se esperti 
e laboriosi calcolatori non avessero formate le tavole 
de’ valori numerici delle funzioni circolari, e dei loro 
corrispondenti logaritmi. Specie di strumenti, ai quali 
non meno che alla moderna perfezione degli strumenti 
meccanici deve l’astronomia li suoi rapidi progressi. 
Queste tavole dei logaritmi delle funzioni circolali, che 
sono il vero libro di compagnia degli astronomi, ser- 
vono in ogni momento, ed è necessario che i giovani 
se ne rendano l’uso familiare. Sono tra le altre com- 
modissime quelle di Gardiner a sette decimali , di- 
sposte e regolate in un volume maneggevole e com- 
modo dal Callet in Parigi, edizione del Didot, e dai 
PP • Canovai e del Ricco edizione 2* c 3 * in Firenze. 
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Come pure le ultime del sig. Santini in Padova, e 
del sig. Babb’age in Londra. Nelle poche occasioni, 
in cui bisognerà adoperarli colla precisione di dieci 
decimali vi sono, fatte dopo quelle di Briggs, le altre 
di Ulacco, riprodotte da Vega in Lipsia nel 1794. 

Funzioni degli archi multipli , e delle potenze degli 
archi semplici . 


3 f 1 . Non sarà difficile ora tessere le forinole delle 
funzioni degli archi multipli , e delle potenze delle fun- 
zioni degli archi semplici. Noi non ci estenderemo su 
questa teoria, ma ci contenteremo di indicarne le pri- 
me idee. 

Si cerchino li valori dei seni dell’ateo multiplo di a 
espressi nei seni e coseni. 

3 12. Nella 5 i* fatto b = aa si ha 
sen 3 a = sen a cos ia + cos a sen 2 a ì ma 
sen ia 

sen a = , [oòj, e cos 2a=2 cos’ a — 1 , [68], 

2 COS CL 


onde sen a cos 2 a = sen 2 a cos a 


sen 20 
2 cos a 


sen 2 a cos a — sen a\ sostituendo si avrà 
sen Za = 2 cos a sen 2 a — sen a 

3 1 3 . Nella 54 ’ fatto b = ia si ha 

cos Za = cos a cos 2<z — sen a sen 2 a, e perchè 
sen a sen 2 a = , [66] , 2 sen’ a cos a = , [68] , 
cos a (1 — cos 2 a) = cos a — cos a cos 2 a, si otterrà 
cos Za = 2 cos a cos 2 d — cos a 

3 14. Similmente dalla [ 58 ] si ha 


tan Za 


tan a -{-tan ia 
1 — tan a tan 2a ’ 


ma, [69], tan 2a 


2 tan a 
1 tan’ a 
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sostituendo e riducendo 

3 tan a — tan 3 o 

tan Za — 

1—3 tan 1 a 
/ 

3 1 5 . Se l’espressione di sen 3 a si volesse in soli 
seni senza miscuglio di coseni, si può fare cos a 
= y(i — sen’ a); ne viene 

sen 3 a = a sen uà \/(i — sen’ a) — sen a 

3 1 6 . Sia b = Za si avrà 

sen 4 & — sen a cos Za + cos a sen 3 a, ma , [88] , 
cos Za sen a = \ sen t\a — I sen aa , sostituendo, 
riducendo, e moltiplicando per a 

sen \a — a cos a sen 3 a — sen aa 

317. Con sostituzioni analoghe si avrà 
cos 4 a = a cos a cos 3 a — cos a a 

3 18. Con altre sostituzioni si otterranno le espres- 
sioni delle potenze delle funzioni dell’ arco a. Per 

. _ 1 — cos 2 a 

esempio , [71], sen’ a = , onde sen 3 a = 

( 1 — cos 2 a\ 

J = ; sen a — 2 cos 2 a ìsen a , 

ma [88] 2 cos 2 a sen a — 2 sen 3 a — a sen a, dunque 
sen 3 a = i sen a — 2 sen 3 a 
3 j 9. Con mezzi analoghi avremo 

cos 3 a — | cos a + \ cos 3 a 
3 20. Come pure 

sen* a — | — I cos 2 a -f- \ cos 4« 

3 ai. cos* a = w 3 cos aa + i cos !\a 

Del resto a tenore delle espressioni che si sosti- 
tuiscono si trovano diversi valori della stessa quan- 
tità, che possono adoperarsi secondo il bisogno. 

322 . Se nelle serie, [279], [281], [283], all’arco a 
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si sostituisca l’arco na si ottengono le serie generali 
clic danno il valore dell’arco multiplo espresso nelle 
potenze delle funzioni dell’arco semplice. E se nelle 
formole iai* e seguenti si mette na in cambio di a, 
e — 2 )a in vece di b si avranno le funzioni del- 
l’arco multiplo espresse in funzioni di ardii multipli 
minori. 

3a3. Se poi si facci uso dei radicali immaginar] 
con calcolo più spedito si troveranno le formole per 
la tangente; come pure le serie che danno le potenze 
delle funzioni espresse nelle potenze minori, oppure le 
stesse potenze nelle funzioni semplici degli archi mul- 
tipli. Ma a causa della eleganza e della facilità, che 
in molte ricerche analitiche e nella Meccanica Celeste 
offrono le espressioni dipendenti dai radicali imma- 
ginar], noi finiremo con mostrare 1’ aspetto che esse 
danno alle funzioni circolari. In tal genere di calcolo 
il grande Eulero è stato condotto felicemente dalla 
considerazione, che una differenziale di area circolare 
non differisce che del segno sotto il radicale da quella 
di un area iperbolica, la quale si può esprimere con 
un logaritmo; e che la prima si riduce alla seconda 
moltiplicandola per \J — i. Esteso questo principio,, ne 
sono nate le belle ed utili applicazioni che da lui e 
da*di altri posteriormente se ne sono fatte , e delle 
quali si può conoscere l’importanza nelle Note e Com- 
menti alla Meccanica Celeste del La Place del celebre 
Matematico Americano Nataniel Bowditch. E di fatti 
la profondità e la chiarezza che spiccano in quest’opera 
dimostrano , che solo con tali forze analitiche si può 
commentare l’opera immortale del La Place ; e che 
non si può leggere La Placecon profitto se non quando 
è unito alle note del Bowditch. L’Italia dovrebbe aver- 
ne una traduzione. 
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Espressione delle funzioni circolari nel radicale 
immaginario. 


3a4- Si sa che qualunque radicale immaginario iso- 
lato da quantità reali, viene rappresentato da un fatto- 
re reale moltiplicato per yj- — i . E intanto fatta per 
maggior brevità l’espressione immaginaria yj — i = A*, 
sarà k 7 = — i , A: 5 =■ — \J — i , A: 4 = i , k 5 == yj — i , 
e generalmente k'>P—i ì k l >P +l —yj — i , k !> P + ’ 1 = — i, 
k*P -+ 3 = — — - 1 , rappresentando per p un numero 
intiero qualunque. Si sa altronde che il simbolo \/ — i 
ossia k può essere sottomesso a tutte le operazioni co- 
muni dell’algebra. Onde la somma di a con b yj — i 
sarebbe a -j- b yj — i , o sia a -J- b Ar, il prodotto sa- 

... kk 

rebbe abk, il quoziente dividendolo per a sarebbe — . 

Nello stesso modo il prodotto dei binomj a -j- b k 
per c-\-dk e ac -{■ cb k - f- adk-\-bdk' = ac -j- 
bdk' + (cò + ad)k—ac — bd- (- (arA-j- bc)y/ — i. 

3a5. Dalla teoria de’ logaritmi si ha la serie che 
esprime un numero n per mezzo del suo logaritmo 
iperbolico 

n = i + log n -f | log’ « + 73 lo § 3 n + 777 l°g 3 n + ec - 

e perciò se n è alzata ad una potenza qualunque x 
si avrà sempre 

3a6. n* = i -f- log ra* 1 log’ n* -f ^ log* n* -+• ec. 

= i -j- x log n -}- - log’ n -f- 73 io 6 3 n "f* ec ' 

8 


I 
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Si facci n = e, indicando al solito per e la base 
dei logaritmi iperbolici, il cui logaritmo essendo uguale 
all'unità, sarà log n == i, e perciò 

, ! , • * 

„ a:’ x 3 x-* 

3 K . <* = ,+*+ — + -+ — +CC. 
e se a: è negativo 

x a x a?4 

3a8. e— x — i — x H — — ec. 

1.2 2.3 2.3.4 

Si ponga in queste serie x a k, esse si trasmute- 
ranno in queste altre 

a4 A4 

-f ec. 

2.3.4 


o l . , , a a A’ <z 3 A 3 

3ag. e"* = 1 -f « A: — 1- 


33o. e~ ak =i — ak + 


2 
a’ A 1 


2.3 
a 3 A 3 


«4 A4 

+ -TT +«»• 


2 2.3 2.3.4 

sottraendo la seconda dalla prima, e dividendo per 2 

e“ k —é-“ k } . « 3 A 3 . a* A* , 

33 r. = a A- + -|- ec. 

2 2.3 2. 3. 4-5 

, / a 3 A* a 5 A4 \ 

= =*0 1+ 73 + rrp + ec -) 

si sostituisca k = \J — 1 , k* = — 1 ec. , avremo. 

■=v-. c— S+OT— ■) 


a y — 1 — a y — 1 

232. e ~ c 


dove la serie che forma il secondo membro essendo 
identica a quella che si è trovata al n.° [ 279 ] espri- 
mente il valore di sen a sarà in conseguenza 

a / / — 1 — a / — i 

333. sen a = e ~ F e perchè 

2 \/ — 1 
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aa y — i 
e — i 


sara sen a ■■ 


334- Nella stessa guisa sommando le 329 e 33o e 
dividendo per 3 , 

ak . — ak a> A* a4 A4 a® A 6 

e +e — r 4 - 1 : + ec., 

— ' 1 ‘ a. 3. 4 ' 2. 3 . 4 - 5 . ti 

nella quale sostituendo i valori di A’, A'*, ec., sarà 

a ? — 1 | —a - 1 q % 

335. * ±f_ — I — T a.3.4.5.6 - * - ec ' 

2 

in cui il secondo membro è identico alla serie del 
u.° 280 che esprime il coseno, onde 


336. cos a = 


a y — 1 . — ay — 1 aa y — 1 , 

e -\-e e + 1 


337 . Da questi due valori si ha 


a = — — Y 
V — 1 A 


la ? — 1 
e — I 

la ? — I . 

e +1 


-, e perciò 


aa y — 1 . 

e -f-i 


338. cot a = V — 1 Y — 

, 20 a '— 1 

e — ■ 1 

33g. Con la moltiplicazione si trova 


scn a còs a — 


la ? — 1 — ni ? — 1 

e — e 


4v— 1 
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oppure 


m»' — i — a — i 


seu i a 


— i 


equazione identica colla 333*_ 

34.0. Sommando e sottraendo convenientemente le 
due equazioni 333 e 336 si trova 

cos a sen a \j — r = e af/ —' 


cos a 


sen a yj — 1 = 1 


1^— 1 


34i. Dividendo la prima per la seconda di queste 


1 tan a \f — 1 
1 — tan a \/ — 1 


, cos a 4- sen a v/ — x 

giaf'—i __ ! v 

cos a — sen a V / — 1 

cot a -}- \/ — r 
cot a — 1 

342 . Oppure 

cos | a-(-sen \ a \/ — 1 , -j. tai , | a \l—t ' 

cos | a — senìa \/ — 1 1 — um~a^ — x 

cotfa-}-\/ — 1 

cot l a — \/ — 1 

243 . Fatti i quadrati di sen a e di cos a , ridotti 
allo stesso denominatore, e presa la differenza, si ot- 


tiene cos’ a — sen’ a = 


t\a/ — 1 . 
le* 


4« 


au y — 1 


4 ar ' — 1 , 
e "T 1 

■ìah ' — 1 


la f — 1 — io.?' — 1 

= e ±1 = (cos a -f-scn a ) (cos a — sen a) 


% 
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345. Oppure 

a / — 1 , . — ay — 1 

cos’ a — sen’ l a = c ~r c ... espressione 

3 

di cos a , trovata prima. 

346 . Quanto fin qui si è fatto sembra che sia suf- 
ficiente per un preliminare esercizio. Perchè agevol- 
mente ora potranno i giovani da per se, e senza al- 
tro ajuto inoltrare il loro studio sia alla maniera di 
calcolare le tavole trigonometriche: sia all’ uso delle 
funzioni circolari nella risoluzione delle equazioni del 
3 ° e 4° grado , e delle trascendenti : sia alle altre 
ramificazioni della Goniometria. Per le quali cose po- 
tranno pigliare a guida l’Analisi degrinfiniti del gran- 
d’Eulero, o il La Croix, o la seconda edizione della 
Trigonometria del Cagnoli \ e intanto passeremo alla 
Trigonometria. 


i 
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TRIGONOMETRIA 


Nozioni preliminari. 


i . Se in una bella notte da un luogo aperto si con- 
templi la volta celeste, ed il suo movimento da oriente 
in occidente indicato dalle stelle, diversi punti e cer- 
chj naturalmente si presentano aH’immaginazione quan- 
do ad essi si voglia quel movimento riferire. 

Il primo di questi cerchj, al quale tutti gli altri 
facilmente possono rapportarsi, sarà T Orizzonte , il 
cerchio terminatore della nostra vista. Essendo simili 
tutti i cerchj , si può formarne uno materiale di legno 
o di ottone attorno di noi, diviso in 36o gradi; il di 
cui centro se sia nell’occhio nostro, li suoi raggi pro- 
lungati anderanno nell' Orizzonte a segnare un egual 
numero di gradi. Ci sarà facile così stabilire i punti 
del medesimo, nei quali si levano, e tramontano gli 
astri. 

a. Il piano di questo cerchio divide la sfera ce- 
leste in due emisferi, superiore , ed inferiore. Nel 
centro di esso una retta che si elevi perpendicolar- 
mente, anderà ad incontrare il punto della volta ce- 
lèste più elevato, che si chiama il Zenit; e prolun- 
gata al di sotto incontrerà il punto opposto, che si 
chiama Nadir. 

.3. Sia (fg-4) NESO l’Orizzonte. Posto l’occhio 
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nel centro C , si noti il grado al quale corrisponde 
una bella stella, che li leva in A, e l'altro a cui 
essa corrisponde quando tramonta in A' . Si notino gli 
stessi punti sul cerchio NE SO per le stelle M, M 1 : 
e di poi per le altre B, B 1 , P , P 1 , e si tirino delle 
corde, che uniscano questi punti. Si osserverà. i° Che 
queste corde saranno parallele. 2° Che un diametro 
come J\ S perpendicolare ad una di esse , sarà per- 
pendicolare a tutte. 3° Che da questo saranno divise 
in due parti uguali , e le corde , e gli archi corri- 
spondenti ch’esse sottendono. 4° Che se una di que- 
ste corde come EO , diverrà diametro, sarà un dia- 
metro dell’Orizzonte parallelo alle medesime. 5° Che 
l’Orizzonte dai due diametri perpendicolari tra di loro 
NS e OE sarà diviso in quattro parti uguali, cia- 
scuna di 90°. 6° Le estremità di questi diametri sa- 
ranno i quattro punti cardinali dell’Orizzonte, che si 
chiamano E , Est, o Oriente ; O, Ovest, o Occiden- 
te ; N, Nord , o Settentrione ; S, Sud , o Mezzodì. 

4. L’arco NA si chiama azzimuto dell’astro, che 
nasce in A. Posto in N il zero delle divisioni del 
nostro, cerchio, gli azzimuti si contano da iVpcr E, 
e per S, ritornando in N. Possono contarsi gli azzi- 
muti da N per E in S , e da N per O in S. Li 
primi si chiameranno allora azzimuti orientali , gli 
altri azzimuti occidentali. In questo caso l’azzimuto 
non può essere maggiore di 180 0 , mentre nel primo 
gli azzimuti si contano sino a 36o°. 

5. L’ arco E A si chiama Amplitudine Ortiva del- 
l’astro che sorge in A, e il suo corrispondente OA‘ 
Amplitudine Occaso, dello stesso astro che tramonta 
in A 1 . Li due archi E A, ed OA 1 considerati matema- 
ticamente sono sempre uguali. Ciascuna di queste am- 
plitudini, se si vuole, può essere Boreale , o Australe , 
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sccondochè l’arco di amplitudine è verso il Nord, o 
verso il Sud. 

6. Se si elevi un piano perpendicolarmente sull’O- 
rizzonte, il quale lo tagli secondo uno dei diametri del- 
l’Orizzonte medesimo; questo piano taglierà la sfera 
celeste in due altri emisferi ; la sua sezione con la 
medesima sarà un cerchio uguale all’ Orizzonte, che 
passerà per il Zeuit , e per il Nadir ; taglierà esso 
l’Orizzonte in due parti uguali, ciascuna di i8o°, c 
sarà perpendicolare ai medesimo. Questo cerchio si 
denomina verticale. 

7. Se il verticale taglia l’Orizzonte secondo il dia- 
metro EO parallelo alle corde del movimento diur- 
no, vien denominato primario verticale', se secondo 
il diametro NS perpendicolare alle corde del movi- 
mento diurno si denomina meridiano', se secondo qua- 
lunque altro diametro, s’indica secondo quel grado di 
azzimuto nel quale taglia l’Orizzonte : cos* verticale 
di 20°, di 5 o°, sono quelli che tagliano l’Orizzonte 
a 20°, e 5 o° di azzimuto. 

8. Li piani di tutti i verticali hanno dunque per 
sezione comune la linea, che nniscc il Zenit al Na- 
dir, e che passa pel centro della sfera perpendicolar- 
mente all’Orizzonte. 

9. L'inclinazione reciproca di questi piaui è uguale 
dunque all’inclinazione dei diametri dell’Orizzonte per 
li quali passano, perchè questi diametri sono perpen- 
dicolari alla loro sezione comune. L’arco dell’ Oriz- 
zonte, dunque, che misura gli angoli che fanno tra 
loro i diametri, misura ugualmente l’inclinazione di 
questi piani. 

10. Essendo il Zenit, ed il Nadir l’estremità della 
sezione comune dei verticali, questi due punti saranno 
sulla sfera Celeste a j8o° l'un dall’altro. Il diametro 
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della sfera die li unisce si chiama asse deh ’ Oriz- 
zonte, li punti estremi di quest’asse si chiamano i 
poli dell’Orizzonte, li quali perciò corrispondono al 
Zenit, ed al Nadir; c a 90° da questi due pùnti li 
verticali saranno intersecati dall’Orizzonte. 

1 1 . Essendo l’asse dell’Orizzonte la linea d’ inter- 
sezione dei verticali, ed essendo uguali i diametri del- 
l’Orizzonte, e di un verticale qualunque, perchè dia- 
metri della sfera celeste, l’arco di un verticale frappo- 
sto tra il Zenit e l’Orizzonte sarà di 90°. Questi archi 
dunque saranno tutti perpendicolari all’Orizzonte. 

13. La porzione, o arco del verticale frapposto fra 
il Zenit, e un astro si chiama distanza zenitale del- 
l’astro; il suo complemento a 90° dicesi altezza del- 
l’astro, e indica il numero dei gradi che si contano 
dall’Orizzonte all’astro. L’ altezza dunque è sempre 
complemento a 90° della distanza zenitale. 

1 3 . Se s’immagini un cerchio parallelo all’Oriz- 
zonte , il suo piano sarà perpendicolare all’ asse del 
medesimo; ma non passando pel centro della sfera, 
la dividerà inegualmente; sarà quindi il suo diametro 
minore di quello dell’Orizzonte, e tanto minore, quan- 
to il cerchio a tui appartiene sarà piò distante dal 
medesimo. Si possono concepire infiniti di questi cer- 
chj minori tra l’Orizzonte, ed il Zenit, 0 tra l’Oriz. 
zonte, ed il Nadir. 

14. Questi cerehj minori paralleli all’Orizzonte si 
chiamano almicantarat ; sono dai verticali secali in 
porzioni simili alle parti corrispondenti dell’Orizzonte, 
e gli astri, che sono ncll’istesso almicantarat, hauuo 
l’istessa altezza. 

1 5 . Il verticale, cui abbiamo denominato meridia- 
no (§ 7) divide la sfera in due emisfèri, l’uno orien- 
tale, e l’altro occidentale. Esso divide in due parti 


uguali il corso visibile degli astri : perche dividendo 
in due la corda del loro arco visibile, e restando per- 
pendicolare all’ Orizzonte, resta egualmente distante 
dai punti A, ed A' , B, c B' del nascere, e del tra- 
monto. Il piano del meridiano dunque passa pei cen- 
tri di questi archi. Non può adunque confondersi con 
alcuno altro verticale. 

16. Si sa clic gli astri in a 4 ore, fanno il loro 
intero corso, conservando sempre la loro rispettiva di- 
stanza; e che può l’intiera sfera celeste . considerarsi 
girare su di un asse in a 4 ore, e seco trasportare le 
stelle ad essa invariabilmente attaccate. Descrivono 
dunque le stelle delle circonferenze di cerchio grandi, 
o piccole, li cui diametri sono perpendicolari all’asse 
di rotazione, e vanno crescendo quanto più s’avvici- 
nano al centro della sfera. Li loro piani sono dunque 
paralleli tra di loro. 

17. Quello di questi cerchj il cui piano passa pel 
centro della sfera , ha l’istesso diametro della sfera, 
(non altrimenti clic l’Orizzonte, c il meridiano), e 
chiamasi equatore. Gli altri minori diconsi paralleli. 

18. L’equatore dividerà quindi la sfera in due emi- 
sferi, dei quali si chiama Boreale , quello che con- 
tiene il polo boreale , Australe l’altro. 

19. Se si fanno passare per li due poli dell’equa- 
tore degli altri piani su di esso perpendicolari avranno 
essi la loro sezione comune nell’asse di rotazione, e 
la loro inclinazione sarà misurata dagli angoli formati 
dai raggi dell’equatore giacenti nei medesimi. Li gradi 
dell’equatore, che misurano questi angoli, misurano 
quindi l’inclinazione di questi piani. 

ao. Li cerchj , che terminano questi piani nella 
volta celeste, saranno dunque tutti uguali, perchè di 
ugual diametro ; e saranno perpendicolari all’ equa- 
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tore medesimo. E gli archi di essi frapposti tra l’ c- 
quatore, e ciascuno dei due suoi poli, saranno di go°. 
Questi cerchi si chiamano di declinazione , o orarj: 
c tagliano 1’ equatore, e li cerchj minori paralleli al 
medesimo in parti omologhe. 

ai. L’arco del cerchio di declinazione frapposto 
tra l’astro, e l’ equatore, diccsi, declinazione dell’a- 
stro; e si denomina, o Boreale , o .Australe, secondo 
che P astro è al Nord, o al Sud dell’ equatore. Il suo 
complemento a go° sarà la distanza deli’ astro dal polo 
che dicesi anche codeclinazione . 

22. Gli astri, che sono sopra uno stesso parallelo, 
hanno l’istessa declinazione. 

23. La declinazione è sempre uguale alla differenza 
positiva tra la distanza dal Zenit dell’ astro, e 1’ al- 
tezza del polo dell’equatore quando l’astro è al Sud 
del Zenit : uguale alla somma della distanza zenitale, 
e della altezza del polo, se l’astro è tra il Zenit, ed 
il jiolo: uguale al complemento di tal somma a 180° 
se l’astro è sotto il polo. 

24. Generalizzando a qualunque sfera di qualsivo- 
glia diametro le considerazioni precedenti su gli ar- 
chi e cerchj descritti nella volta celeste, e applican- 
dovi le proprietà geometriche del piano, c del cir- 
colo si è formata la Trigonometria Sferica. 

Proprietà generali de ’ cerchj sulla sfera. 

25. Gli antichi avevano scritto molti trattati, dei 
quali a noi non sono pervenuti , che i teoremi di 
Tolomeo, il trattato di Menelao, e l’altro di Teodosio 
il più completo di tutti. Li i/f libri scritti da Ip- 
parco, e che son perduti forse, sono gli stessi lascia- 
tici da Tolomeo come suoi, il quale per altro si di- 
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menticava qualche volta di svelare le fonti dai quali 
attingeva le cose clic ci tramandò, come lo dimostra 
il catalogo d’Ipparco da lui accomodato per se e dato 
come suo. I moderni, che hanno di molto rese più 
semplici le antiche teorie, coll’ajuto dell’analisi intro- 
ducendo l’uso delle tangenti, hanno dato tutto il ri- 
gor convenevole, ed hanno semplificato questa essen- 
zialissima parte delle metematiche. 

36. Si può sempre supporre una sfera divisa in 
due parti uguali da un piano che passa pel suo cen- 
tro. Il circolo, che ^esso traccia alla superficie ha per 
centro, e per raggio, il centro, e il raggio stesso della 
sfera, e questo si chiama circolo massimo. Dunque 

i° Tutti li circoli tracciati alla superficie 
della sfera , che hanno per raggio il raggio 
stesso della sfera, sono circoli massimi. 

3 0 Li circoli massimi son tutti uguali. 

3 ° I circoli massimi possono essere in tanto 
numero, quanti diametri si possono tirare in 
una sfera. 

37. Un diametro della sfera perpendicolare al pia- 
no del cerchio massimo si chiama asse del medesi- 
mo; e i punti estremi dell’asse si chiamano jroli del 
circolo massimo, 

Si concepisca un semicerchio massimo qualunque, 
come BDB' (fig. 5 ) perpendicolare nel piano della fi- 
gura, il cui diametro sia BB e il cui centro sia C. 
Perpendicolarmente al diametro BB ', e al piano del 
cerchio BDB' pel centro C, si alzi la retta CE, che 
perciò sarà un raggio delia sfera perpendicolare al 
cerchio massimo BDB' , questo ne sarà l’asse. 

38. Se un’altro piano si alzi perpendicolare sul pri- 
mo, che pur esso passi, pel centro della sfera; que- 
sto Iracccrà un’ altro circolo massimo , un diametro 
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del quale sarà l’asse del primo, ed i poli del primo 
saranno nel piano del secondo. E reciprocamente i 
poli, e l’asse del secondo saranno nel primo. Dunque 
Se due circoli massimi sono reciprocamente 
perpendicolari, l’asse dell’uno è diametro del- 
1’ altro , e ciascuno di loro passa per i poli 
> ■ • dell’altro. 

39. Essendo il punto E in una perpendicolare che 
passa pel centro del circolo BDB ', esso resta egual- 
mente distante da tutti i punti della circonferenza 
medesima. Dunque le distanze B'E, BE sono uguali; 
ma esse sono corde degli archi B'E , BE\ dunque 
anche gli archi sono uguali; e per essere B'EB una 
semicirconferenza, saranno gli archi B'E , BE di 90°. 
Dunque 

i° Il polo è sempre 90° distante da ogni 
punto dei suo circolo massimo. 

3 0 Due circoli massimi non possono avere 
li medesimi poli. 

3 ° Due archi perpendicolari ad un terzo , 
o un solo arco di 90° perpendicolare ad un’al- 
tro, o due archi di 90°, determinano il polo 
del terzo arco. 

. 3 o. Tre punti non posti in linea retta, determi- 
nano la posizione di un piano. Dunque pel centro 
della sfera , e per due punti presi nella superficie, 
che non siano l’estremità di un diametro, non si può 
far passare, che un solo piano. Dunque 

Per due puuti presi sulla superficie della 
sfera, e non posti a 180° l’uno dall’altro, non 
si può far passare, che un circolo massimo. 

3 i. La linea d’ intersezione dei piani dei circoli 
massimi passando pel centro della sfera, sarà egual- 
mente diametro e dei circoli e della sfera; ne divi- 
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derà dunque in due parti uguali la circonferenza. 
Dunque 

i° I circoli massimi si tagliano scambievol- 
mente in due punti distanti sempre di i8o° 
l’un dall’altro. 

a 0 Due archi di cercbj massimi non pos- 
sono essere paralleli. 

3° Due archi di i8o° possono racchiudere 
una superficie sferica. La superficie racchiusa- 
tra due archi di i8o°; si chiama fuso. 

3a. Perpendicolari all’asse di un circolo massimo, 
possono immaginarsi infiniti piani , li quali traccie- 
ranno sempre sulla sfera dei circoli tanto più piccoli, 

S tianto più questi piani saranno vicini al polo; e poic- 
iè ogni sezione di essi è parallela al piano del cir- 
colo massimo, saranno questi cercbj, che dicoiisi cer- 
chj minori , anche essi paralleli al medesimo. Dunque 
i° Li ceutri dei cerchj minori paralleli ad 
un circolo massimo, sono tutti nell’ asse del 
medesimo. 

3° Li piani dei cerchj minori paralleli ad 
un circolo massimo sono perpendicolari sul- 
l’asse del medesimo. 

3° Sono più piccoli quei cerchi minori, clic 
più si allontanano dal centro della sfera-, o dal 
cerchio massimo a cui son paralleli. 

4° Due cerchj minori sono uguali se hanno 
i loro centri egualmente distanti dal centro 
della sfera, o dal cerchio massimo a cui son 
paralleli. 

33. Li poli dei cerchj minori sono gli stessi del 
circolo massimo a cui sono paralleli; e tutti i punti 
di ciascuno di essi sono egualmente distanti dall’uno, 
e dall'altro polo. 
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Sia C (fig.C) il centro della sfera, ACB l’angolo 
di due raggi, AFB l’arco di cerchio massiino che 
passa per i punti A, e B , misura naturale dell’an- 
golo ACB. Se un’arco di cerchio minore passa per 
questi due punti come sarebbe AEB , questo se- 
condo conterrà un maggior numero di gradi del pri- 
mo. Perchè essendo nelle figure simili Ìc parti omo- 
loghe proporzionali, starà AFB misura naturale del- 
l’angolo ACB al suo raggio AC, come l’arco AEB 
misura naturale dell’angolo ADB al suo raggio AB. 
Ma l’angolo ADB è maggiore dell’angolo ACB,. per- 
chè ambidue insistono sulla stessa corda AB, dunque 
1' arco AEB , che lo misura, contiene un maggior 
numero di gradi dell’arco AFB misura del secondo. 
Dunque 

i° Se presi due punti su di una sfera si 
tirino ad essi due raggi ; 1’ angolo da questi 
fatto nel centro della sfera sarà misurato dal- 
l’arco di cerchio massimo che li unisce su la 
sfera. 

2 ° Se presi due punti su di una sfera si 
faccino passare per essi due archi di cerchj 
disuguali, il maggiore sarà quello , che avrà 
un raggio minore. 

3° L’arco di circolo massimo è il più bre- 
ve, che possa condursi da un punto all’altro 
sulla superficie di una sfera: misura esso dun- 
que tra i punti medesimi la loro distanza, che 
, dicesi pure distanza angolare. ^ 

4° L’arco di circolo massimo, perchè dipen- 
dente dal raggio della sfera, è la misura co- 
stante od unica di ogni distanza sferica. 

5° La variabilità dei cerchj minori li rende 
quasi inutili nella Trigonometria; essi nou po- 
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tendo servire per misura uniforme e comune 
non si adoperano , che in casi particolari : e 
riducendone gli archi ai corrispondenti sul cir- 
colo massimo. 

35. L’angolo ACB , Cfig.GJ essendo sempre minore 
di i8o° l’arco AFB riesce anche esso minore di t8o°; 
ma se si pigli il suo supplemento a 36o°, il supple- 
mento dell’arco AEB sarà tanto minore di quello 
dell’ arco AFB, quanto l’arco stesso AEB è mag- 
giore di AFB. Dunque 

Se due archi maggiori di i8o° appartenenti 
a cerchi disuguali passino per due pnnti sulla 
sfera; sarà maggiore quello, che avrà il mag- 
gior raggio. , . • . 

36. Angolo sjerico si chiama l’inclinazione scam- 
bievole di due archi sulla superficie della sfera con- 
siderata nel punto in cui s’ incontrano. Essa è sem- 
pre la stessa che quella dei loro piani. La sua gran- 
dezza nou dipende allatto da quella degli archi, che 
lo formano. Così 1’ angolo BAH Cjìg-J ) ò lo stesso 
che EAF, sebbene gli archi che li formano siano di 
varia lunghezza. ,■ 

37. L’ inclinazione di due cerchj massimi, o sia 
1’ angolo che essi fanno, è misurato dall’arco fra essi 
intercetto del solo cerchio massimo , il cui piano è 
perpendicolare alla loro comune sezione. 

Sia il fuso AFBGA (Jig-8) formato da due cerchj 
massimi, che si segano secondo il diametro AB della 
sfera. Sia FG 1’ arco del cerchio massimo il di cui 
piano è perpendicolare al diametro AB : dividerà esso 
in due parti uguali i semicerchj AEB , A GB. Qua- 
lunque aitr’arco di circolo massimo fra di essi intercet- 
to, come ED, non essendo perpendicolare alla comune 
sezione, non può misurare l’inclinazione dei loro piani. 
Dunque 

io 
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i“ Un angolo sferico Ita per misura l'arco 
di cerchio massimo compreso fra i suoi lati 
(prolungati se si bisogna) a go° di disianza 
dal suo vertice. 

u° Il vertice di un’angolo sferico è sempre 
polo dell’arco che lo misura. 

3° L’angolo sferico formato di due archi di 
cerchj massimi è uguale all’altro, che essi for- 
mano con la loro riunione a i8o° di distanza. 

38. Siano (fig-j) MA, NA le tangenti rispettive 
degli archi BA , HA, nel loro punto d’incontro A- 
Essendo esse di loro natura perpendicolari al raggio 
comune CA , ed essendo nei piani stessi degli archi, 
l’angolo ch'esse fanno sarà uguale all’ angolo dei due 
raggi CB , CH\ sarà perciò misura dell’inclinazione 
dei piani, e quindi degli archi stessi. Dunque 

L’angolo rettilineo formato dalle tangenti di 
due archi nel punto del loro incontro è uguale 
all’ angolo sferico formato dagli archi stessi. 

3g. L’ angolo rettilineo formato dalle corde degli 
archi BA , HA , essendo sempre minore dell’ angolo 
al centro BCH, perchè il primo con lati maggiori 
insiste sulla corda stessa dell’arco BII: e 1’ angolo 
BCH essendo misura dell’angolo sferico BAH , sarà 
sempre l’angolo BAH formato dagli archi maggiore 
del corrispondente formato dalle loro corde. Dunque 
L’angolo sferico è sempre maggiore del ret- 
tilineo formato dalle corde degli archi stessi. 

4o. Se un’ angolo sferico è di go°, l’ arco che lo 
misura sarà di go°. Saranno dunque nella sfera tre 
piani di tre archi,, appartenenti a tre circoli perpen- 
dicolari l’uno all’altro. Dunque le linee d’intersezmne 
sono perpendicolari l’uno all’altro. Dunque i poli di 
ciascun di loro , saranno nella comune sezione degli 
altri due. Dunque l’asse di ciascuno sarà pure nella 
comune sezione degli altri due. 
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4t. Essendo gli assi perpendicolari ai piani dei cir- 
coli, e i poli essendo i punti estremi dell’asse. Perciò 
L’arco, che misura la distanza di due poli, 
misura ancora l’ inclinazione dei circoli mas- 
simi a cui appartengono. 

4 a. Poiccliè un piano che cade su di un’altro fa 
due angoli uguali a due retti , e s’ è prolungato fa 
quattro angoli uguali a quattro retti. Dunque 

i° Un’arco che cade su di un’altro fa due 
angoli uguali a due retti. 

a 0 Un angolo sferico è sempre minore 
di i8o°. 

3° La somma degli angoli formati intorno 
ad un punto dall’intersezione di due cerchj è 
di 36o°. 

4° Se due archi si tagliano in un punto, gli 
angoli opposti al vertice sono uguali. 

5° Due archi' di cerchio massimo nelle loro 
due intersezioni a i8o° formano quattro angoli 
uguali fra di loro, ed altri quattro angoli, pure 
uguali tra di loro, che sono supplementi dei 
primi. 

43. Si è detto, che bastano due archi di 180° per ( 
racchiudere una superficie sferica. In ogn’ altro caso 
è necessario che un terzo arco intersechi comunque 
i due primi. Sia il fuso (fìg-8) AFBGA ; per chiu- 
dere una superfìcie sferica (fuori del solo caso, in cui 
AFB , e A GB siano di 180 0 ) bisogna, che un terzo 
arco, come DE , o come HL intersechi i due primi, 
e nascerà il triangolo sferico DAE , 0 pure UAL. 
Dunque 

Un lato di un triangolo sferico è sempre 
minore di 180 0 . 

44- Essendo l’arco che passa fra un punto ed un 
altro la più breve distanza fra i due punti. Dunque 
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La somma di due lati d’ un triangolo sfe- 
rico è sempre maggiore del terzo. , 

45 . rapporto al triangolo DAE , si ha : BD + 
BE= 1 8o° — AD+ 1 8o° — AE= 36 o°— A I) — A E. 
Ma DE < = BD -f- BE. Dunque DE < 36 o° — 
AD — AE. Dunque DE -j~ AD AE < 36 o. Ma 
DAE rappresenta un triangolo qualunque. Dunque 

La somma dei tre lati d’un triangolo sfe- 
rico è sempre minore di 36 o°. 

46. Ciascun angolo d’ un triangolo sferico è mag- 
giore del rettilineo formato dalle corde degli archi; ma 
la somma dei tre angoli d’ uu triangolo rettilineo è 
uguale a 180 0 . Dunque 

La somma dei tre angoli d’un triangolo sfe- 
rico è maggiore t8o°. 

47. Ciascun angolo sferico è sempre minore 180°. 

Dunque 1 . 

La somma dei tre angoli d’un triangolo sfe- 
rico non può essere maggiore di 54 o°. 

48 . Sieguc da tulio ciò, che in un triangolo sfe- 
rico, e angoli, c lati possono essere, o tutti minori, 
o tutti uguali, o tutti maggiori di 90°. 

49. Poicchò la distanza angolare di due punti della 
sfera è determinata dall’arco di cerchio massimo frap- 
posto tra di loro ; e che la grandezza degli angoli 
sferici non dipende dalla lunghezza degli archi, che 
li formano, ed è misurata dall’arco intercetta a 90° 
dal vertice : ne siegue, che coincideranno due trian- 
goli sferici soprapposti l’uno all’altro, sia che abbiano 
uguali rispettivamente i tre lati, o i tre angoli. Dunque 

Due triangoli sferici sono uguali 

i° Se hanno uguali rispettivamente i tre lati. 

a 0 Se hanno uguali rispettivamente i tre an- 
goli. 

3 ° Se hanno uguali due lati, e l’angolo eon- 
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dell’altro. 

4° Se hanno uguali un lato e i due angoli 
adjaceuti ai medesimi, perchè il terzo angolo 
risulterà da una uguale inclinazione dei lati 
rispettivi. 

50. Sia il triangolo ABC (figg) nel quale siano 
uguali i due lati AB , ed AC. Si tirino ad arbitrio 
gli archi BE , CO in modo che su i lati uguali ta- 
glino le parti uguali AO, e AE. Li triangoli ABE , 
e A CO, perchè hanno rispettivamente uguali un an- 
golo , e due lati , saranno uguali. Dunque saranno 
uguali i lati omologhi BE , CO. Dunque sono uguali 
i triangoli BCO , CBE. Dunque gli angoli omolo- 
ghi ECB , OBC sono uguali. Ma questi angoli nel 
triangolo ABC sono opposti ai lati uguali. Dunque 

i° Se un triangolo sferico è isoscele , gli 
angoli opposti ai lati uguali souo uguali. 

2 ° Se un triangolo sferico è equilatero sarà 
pure equiangolo. 

51. Si suppongano ora nel triangolo ABC uguali 
gli angoli ABC , ACB , c si tirino i due archi BE, 
c CO su i lati opposti in modo, che BO — EC. 
Li due triangoli OCB, e EBC saranno uguali. Dun- 
que gli angoli BCO, EBC saranno uguali. Dunque 
saranno pure uguali i loro residui OCA , EBA. Dun- 
que i due triangoli OCA, EB,A sono uguali. Dun- 
que i lati omologhi OA , EA sono uguali. Dunque 
AE-\-EC=AC sarà uguale ad AO-\-OB=AB: 
ma questi sono i lati opposti agli angoli uguali. 
Dunque. 

i° Se un triangolo sferico ha due angoli 
uguali sarà isoscele. 

2 ° TJn triangolo sferico equiangolo è pure 
, equilatero. 
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52 . Nel triangolo BAC ( ftg. i o ) sia ora l’angolo 
BAC > B, e per mezzo dell’arco AD si faccia BAD 
uguale B. Sarà AD=BD. Dunque BC=BD -\-DC. 
Ma AD -f- DC > AC. Dunque BC > AC: ma BC 
è opposto a BAC , ed AC a B. Dunque 

In ogni triangolo sferico il maggior lato è 
opposto al maggior angolo, e il minor lato 
al minor angolo. 

53 . Sia un triangolo sferico qualunque AB C(Jìg 1 1) 
li cui lati per più facile intelligenza si suppongano 
minori di 90°. Poicchè ogni angolo sferico è polo dcl- 
l’arco di cerchio massimo tirato a 90° dal medesimo, 
ed ha per misura l’arco di questo frapposto tra i suoi 
lati prolungati se bisogna: se fatto polo in A si de-, 
scriva l’arco di cerchio massimo DE a 90°, e se ne 
prolunghino i lati AB, AC sino all’incontro in M 1 
ed N\ gli archi AM, ed AN saranno di 90°; e l’arco 
MN sarà uguale all’angolo BAC. Nello stesso modo, 
e successivamente fatti poli in B, e in C si tirino 
EF , ed FD , e si prolunghino i lati del triangolo 
rispettivamente sino al loro incontro. 

Ne nasce da questa costruzione un nuovo trian- 
golo DFE , che cniamasi Supplementario, o Polare , 
perchè li suoi tre lati hanno i poli nei vertici A, B, C 
del primo triangolo ; e a vicenda li suoi tre vertici 
D, E, F sono poli dei lati del triangolo primitivo. 
In fatti gli angoli M , ed O sono retti , dunque gli 
archi EO , ed EM sono di 90 0 , e si tagliano nel 
polo di MO 0 sia di AB. 

Gli angoli P, ed R sopo retti. Dunque PF= 
RF— go°; dunque F è polo di PR, o di BC. 

Gli angoli Q , ed N sono retti. Dunque DQ~ 
DN = 90". Dunque D c polo di QN, o di AC. 

Ora l’angolo F è misurato dall’arco PR— CP + 
BR — BC — 180 0 — BC. L’angolo D è misuralo 
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dall'arco NQ = AN é -\- CQ — AC =*\ 8o* — AC. 
L’angolo E è misurato dall’arco MO—AM- f: BÒ — 
AB = i8o° — AB. 

Dunque gli angoli del triangolo polare sono rispet- 
tivamente supplementi dei lati del triangolo primitivo. 

In simile guisa 

EF=EO + BF— OR = i8o° — OR = i8o °— B 
DE=DN+ ME — MN— 1 8 o° — MN — t 8o # — A 
DF=PF+ DQ— P<?=i8o°— P<?=i8o«— C 

Dunque i tre lati del triangolo polare, sono rispet- 
tivamente supplementi dei tre angoli del triangolo pri- 
mitivo. 

Questo triangolo non è indispensabile nella Trigo- 
nometria; ma vedremo quali non piccoli servizj esso 
appresta per facilitare la risoluzione dei triangoli sfe- 
rici. 

Abbiamo creduto di dover estenderci nei primi ele- 
menti siuora esposti della Trigonometria sferica, per- 
chè il più delle volte per mancanza di essi i prin- 
cipianti operano più tosto per meccanismo, che per 
intelligenza. 

Teoremi fondamentali per la risoluzione de' triangoli 
rettilinei. 

54- Fra le infinite maniere onde può chiudersi con 
tre lati uno spazio, tre sole sono generalmente con- 
siderate, e danno luogo a tre distinte Trigonometrie: 
cioè la Trigonometria rettilinea, la sferica, e la sfe- 
roidica. Quest’ ultima contiene come caso particolare 
la sferica, supponendo, cioè, uguali gli assi d’una elis- 
soide, essa diventa una sfera. E la sferica contiene 
come caso particolare la rettilinea; supponendo, cioè, 
il raggio infinito, la superficie sferica si spiana , ed 
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i triangoli diventano rettilinei : o pure non contem- 
plando che le sole corde degli archi nasce la Tri- 
gonometria rettilinea. Si dovrebbe quindi procedere 
dalla Trigonometria sferoidica alla sferica, e da que- 
st» alla rettilinea : ma il metodo inverso, perchè pro- 
gredisce dal semplice al composto, riesce più facile, 
e piano. • 

55. Presi a piacere tre punti sopra una sfera, pur- 
ché non siano su di un cerchio massimo, si possono 
congiungere, o con archi di cerchio massimo, o con 
archi di ceìrch) minori, o con le corde di questi archi. 
Nei primi due casi si forma un triangolo sferico, nel- 
l'ultimo un triangolo rettilineo. Nella Trigonometria 
sferica si contemplano solamente i triangoli formati 
da archi di cerchio massimo : e dove occorrono archi 
di cerchj minori, essi o si eliminano, o si riducono 
ai primi: la varietà indeterminata de’ loro raggi ren- 
dendoli eterogenei, non possono riferirsi che a quelli, 
che nella sfera comunque giacciono , hanno sempre 
lo stesso raggio della sfera, e che quindi sono sempre 
omogenei. Noi quindi sotto il semplice nome di cer- 
chj, o di archi intenderemo sempre quelli di cerchio 
massimo. 

56. Facendo passare un circolo per i tre vertici 
del triangolo sferico -, il triangolo rettilineo formato 
dalle corde del corrispondente triangolo sferico resterà 
iscritto nel circolo, che è un circolo minore; e i suoi 
lati, perchè sono coi de degli archi di questo circolo, 
che essi sottendono, sono nei piano del medesimo. j 

57. Le perpendicolari abbassate dai punti di uu 
cerchio minore, circoscritto al triangolo rettilineo for- 
mato dalle corde di un triangolo sferico, formeranno 
sul piano del circolo massimo che gli è parallelo un 
cerchio concentrico, (§ 3a) nei quale resterà iscritto un 
triangolo rettilineo uguale all’ altro iscritto nel cer- 
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chio minore, come nella fig. i il circolo e il trian- 
golo A'B'C'. Onde, § 3 2 , si può nel cerchio mas- 
simo iscrivere il triangolo ABC con corde parallele 
ai lati corrispondenti del primo , e che perciò sarà 
simile al triangolo A'B'C 1 , ed al triangolo primitivo 
formato sulla sfera dalle corde del triangolo sferico. 
Saranno dunque i lati dei triangoli corde degli ardii 
omologhi del cerchio minore, e del cerchio massimo. 
Ma cerchj e triangoli sono simili; dunque i rapporti 
considerati nel secondo sono gli stessi che quelli del 
primo. 

58. Ogni angolo iscritto ha per misura la metà 
dell’ arco, che sottende la corda, nella quale insiste 
l’angolo opposto. Ma le corde sono uguali al doppio 
seno della metà dell’angolo al centro, e questo è dop- 
pio dell’angolo del triangolo. Dunque i lati del trian- 
golo rettilineo sono come i seni degli angoli opposti. 
Teorema già dimostrato nella Goniometria § 1 4? e 
al quale ora daremo tutta l’estensione. 

Nel triangolo ABC (fig. i s) ii lato AC e corda 
dell’arco AM'C , sul quale insiste l’angolo opposto B. 
E l’angolo B ha per misura la metà dell’arco AM'C. 
Ma il lato AC è uguale al doppio seno della metà 
dell'angolo iscritto B , dunque il lato AC e uguale 
al doppio seno dell’angolo B. Lo stesso si dimostra 
degli altri due angoli. Dunque ii rapporto di un lato 
al seno dell’ angolo opposto è costante nei triangoli 
rettilinei; e da questo rapporto noi caveremo tutta in- 
tiera la trigonometria rettilinea , e tutta la sferica. 

. , AB BC AC 

Avremo dunque = = . Da qui m- 

1 sen C sen A *en B 

nanzi indicheremo colle lettere majuscole A , B, C, 
gli angoli d’un triangolo, e con le corrispondenti mi- 
nuscole a, b , c, i lati rispettivamente opposti. 
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Questo pi-imo teorema fondamentale darà dunque 


« 

sen A 


b c 

seu B sen C 


E perciò 


i* albi’, sen A l sen B \ 
a* alci*, sen A : sen C > Sistemai* 
3 'bici: sen B : sen C ) 


59. Si ha da questo primo teorema; b sen C = 
c sen B = b sen (1 8o° — A — B) = b sen(A-\-B), e 
perciò c sen B — b sen A cos B + è cos A sen B, e 
c senB — b cos A senB=b sen A cosB,c d elevando a 
quadrato questa equazione c' sen'B + b' cos ' A sen ' B — 
ùbc cosAsen'B==b'sen'Acos'B-, sostituendo 1 — sen' 
in cambio di cos', ed eliminati i termini uguali e 
contrarj, c' sen' B b' sen' B — •xbc cos A sen ' B= 

b' sen' A\ e dividendo tutto per seri' B , ed estraendo la 

radice, — ibccosA )=^ > sen ^ ma 1 6 "' 

v x ' sen B sen B 

dunque si Ila la seguente espressione di ciascun lato 

i* a = \/(b' + c' — ohe cos A) 
a“ b = yj(a' + c — aac cos B ) 

3 a c = V( aJ 4 " b' — a ab cos C) 

secondo teorema fondamentale, il quale dimostra, che 
in un triangolo rettilineo qualunque , il quadrato di 
un lato è uguale alla somma dei quadrati degli altri 
due lati, meno il doppio prodotto di questi lati nel 
coseno dell’ angolo da essi contenuto. Si capisce che 
se l’angolo opposto fosse ottuso il coseno cambierebbe 
di segno, divenendo positivo il termine che lo con- 
tiene. Ma le formolo si costruiscono sempre nella sup- 
j posizione degli angoli minori di 90°. 
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6 o. Poicche b : c ” sen B : sen C 
b + c : b co c :: sen B -f- sen C l sen B oo sen C 


bine sen B co sen C tan \[B in C) 

b-\-c sen B -(- seu C tan J (ii -|- C) 


Gon. § 1 33 , 


tan | ( 2 ? co C) tan | {B cn C) 
tan^i (i8o° — A) cot | A 

Onde sta la somma di due lati alla loro differenza, 
come la tangente della semisomma degli angoli op- 
posti alla tangente della loro semidifferenza: o pure 
come la cotangente della metà dell’angolo contenuto 
alla tangente della semidifferenza degli altri due an- 
goli. Goti. 1 34 - 

6 t. Sia il triangolo rettangolo in A\ sarà. a l’ipotc- 
nusa, ed A=qo°=B-\- C; e quindi sen A—seng o°= 
al raggio=i; senB—sen(go° — C)==cosC-, sen C= 
sen (90° — B) = cos B. Il primo teorema darà 

a a b b b c 

R 1 sen B sen (90 — C ) cos C sen C 

c c 

— 7 — - — rrr = — -. Cioè in un triangolo rettangolo, 

l’ipotenusa sta al raggio, come un lato al seno del- 
l’angolo opposto, o come un lato al coseno dell’angolo 
adjacente. O sia , presa l’ ipotenusa per raggio, ogni 
angolo ha per seno il lato opposto, e per coseno il 
lato adjacente. Gon. i 5 . 

62. Sta bici: sen B l sen C. Onde 


b_ 

C 

c 

ù 


sen B 

sen B 

sen B 

, ■ fnn 7 ? mrvnrn 

sen V ~~ 

sen (go° — B) 

èos B 

sen C 

sen C 

sen C _ 

sen B 

sen (90" — 6’) 

— — — - lei ri 0 . 

cos C 
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Dunque in ogni triangolo rettangolo sta un lato 
all’ altro, come il raggio è alla tangente dell’ angolo 
che gli è opposto. O sia preso un lato per raggio , 
]’ altro lato è tangente dell’ angolo opposto, il quale 
perciò ha l’ipotenusa per secante, ed è cotangente del- 
l’angolo adjacCnte, che ha l’ ipotenusa per cosecante. 

63. Nella stessa ipotesi di A retto, dal teorema a° 
si ha a' — b 1 + c‘, perchè essendo cos A — o, spa- 
risce il termine moltiplicato pel medesimo. Cioè il 

Q uadrato dell’ipotenusa uguaglia la somma dei qua- 
rati dei cateti, come si sa altronde. 

64- La risoluzione dei triangoli rettilinei dipende 
dal sistema fondamentale num.° i°, che in se com- 
prende il susseguente num.° 2 °. La considerazióne del- 
l’angolo retto non è, che un caso particolare dei me- 
desimi ; siccome è pure caso particolare la conside- 
razione di due lati uguali per li triangoli isosceli. Noi 
ci dispensiamo di svilupparli e passeremo alla riso- 
luzione dei triangoli sièrici. 

Teoremi fondamentali per la risoluzione 
dei triangoli sferici. 

65. Sia il triangolo sferico ABC (fig. l3) formato 
dai tre archi AB , AC, e BC , e ai suoi tre vertici 
s’ intendano condotti i tre raggi DA , DB , e DC. 
Siano nel punto A , AN tangente dell’arco AC, ed 
AM tangente dell’ arco AB. E prolungando i due 
raggi DB, e. DC sino all'incontro delle tangenti AM, 
AN, si unisca MN. 

Nel triangolo sferico ABC, il lato AB avrà AM 
per tangente, e DM per secante, ed il lato AC avrà 
AN per tangente, e DN per secante; il lato MN è 
comune ai triangoli rettilinei MAN, MDN\ e l’an- 
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golo MDN ha per misura l’arco BC Ì terzo lato del 
triangolo sferico. 

Per il sistema 2° sarà quindi MN* =Ma’ -f W 2 ' 

rxMA . NA . cos MAN = tan' AB + tare AC — 
2 tan AB tan AC cos A. E nel triangolo MDN sarà 

MW — ~MD + Wf- aMD . ND . cos MDN = 
sec ' AB -j- sec‘ AC — a sec AB sec AC cos BC. 

Uguagliando questi due valori di MN *, e trasponen- 
do, sec ' AB — tan * AB + se? AC — tan' AC = 
2 sec AB sec A C cos BC — itan AB tan AC cos A. 
Ma sec ' — tan' — r’ = r , e dividendo per a si avrà 
i=r sec AB sec A C cos BC — tan AB tan AC cos A. 
Si moltiplichi tutto per cos AB cos AC e si rifletta, 
che(Gon. 26) sec X 005=1*— r, e tan Xcos=rsen 
e trasponendo si otterrà in fine 

cos BC=cos AB cos AC -f- sen AB senAC cos A. 

66. Dalla quale equazione emerge il seguente siste- 
ma di equazioni. 

1 ’ cos a = co s b cos c -j- sen b sen c cos A 1 

a* cos b = cos a cos c + sen a sen c cos b\ Sistema 3* 

3* cos c = cos b cos a -f- sen b sen a cos C J 

Teorema fondamentale della Trigonometria sferica, 

che è compreso nel teorema 2 0 ausiliario della rettili- 
nea; il quale dimostra, che il coseno d’un lato qua- 
lunque in un triangolo sferico è uguale al prodotto 
dei coseni degli altri due lati più il prodotto dei seni 
dei lati medesimi nel coseno dell’angolo da essi con- 
tenuto. 

/» -m 1 j cos a — . cos b cos c 

07. rie siegue che cos A = , ed 

seo b sen c 1 
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elevando a quadrato cos' A — 


’cos a — cos b cos cV 


sen b sen c 


); 


sen b sen c 


/cos a — cos b cos c\* 

i — cos' A — sen' A = i — l -, ) 

^ \ sen h sen c. ' 


sen 1 b sen* c — (cos a — cos b cos c)’ 


, e perciò 


sen A — 


sen" b sen» c 

\j (sen 1 b sen* c — (cos a — cos A cos e) 2 ) . 

* r . - - ■ j t- ri— 

sen b sen c 

flettendo che sen = i — cos ’, sostituendo, elevando a 
quadrato il termine sotto la parentesi, e riducendo, 
si ha 

t ^( i cos* b — cos’ c — cos* a-|-2cos a cos b cose) 

sen A — ^ sen c 

dunque fatto = P il numeratore , il quale , perchè 
composto di tutti i tre lati, è costante per tutti i trian- 
goli, e dividendo l’equazione pel seno del lato opposto 

. . , sen A P 

all’angolo, cioè per sen a , si ha — = -^4—, 

. . .sen B P 

e nel modo 1 stesso si troverà, = 


sen b sta a sen b sen c’ 


sen C P , sen A sen B sen C 

= — ■ dunque = = 

sen c sen a sen b sen c 7 seu a sen b sen c 

c perciò 

i a sen a l sen b :: sen A : sen B \ 

3“ sen a : sen c :: sen A I seti C > Sistema 4° 

3® sen b : sen c : : sen B : sen C J 

cioè: i° In un triangolo sferico i seni di due lati sono 

come i seni degli angoli opposti. a° Se due lati sono 
uguali, lo «ono pure gli angoli opposti, e viceversa» 
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68 . cot A ■ 


co» A cos a — cos i co» c 


87 


sen a sen B 


sen A sen A sen i sen c 

coso-cosi cos c 


, dunque cot A = 


, ma sen A- 

I 

sen b 


seni 
cos a— cos i cos c 
sen a sen c sen B 


sen i sen c 


, 0 sia sen B cot A= 


1 sen a sen B 
coso — cosi cos c 


sen a sen c 


e perchè cos b = coj a cos c + sen a sen c cos 2?, 
si ha 

P . cos o — cos c (cos a cos c-f- sen o sen c cos J 9 ) 

seu a sen c 

cos a — cos a cos’ c — cos B sen a sen c cos c 

= , mettendo 

sen a sen c ' 

i — sen' in vece di cos', e riduccndo, si ha 

. cos a sen 5 c — cos B sen a sen c cos e 

sen li cot A = — 

seu o sen c 

cot a sen c — cos B cos c) e quindi si ottiene 
i* cos A cosb=cot c sen b — sen A cot C ) 

2* cos B cos c—cot a sen c — sen B cot A > Sistema 5® 
3 a cos Ccos a=cot b sen a — sen C cot B j 

Terzo teorema sussidiario per la soluzione dei trian- 
goli sferici. 

69. cotA= ZZTTt sist .5 , e pel sist.4 


sen A 


sen B sen a 


sen i 

cot a sen a sen c sen B 
sen i sen B 
*en a cos c cos B 
seu i 


sen B 

■, onde cot A sen A = cos A = 

sen a cos c sen B cos B cos a sen e 
sen i seu B ' sen i 

Onde per li sist. 3 ° e 4 ° cos A = 
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co* a sen C sen a cos B . _ , . « \ 

— — (cos C sen asenb-\-cos a cos by= 

— — ■ e - ?— — sen' a cos B cos C — sena cosacosBcotb 
sen B 

e sostituendo il valore di cot b preso dal sist. 5° n.° 3° 

si ha fatte le riduci necessarie, cos A= 

’ sen B 


sen ' a cos B cos C — cos ' a cos B cos C — 
cos a sen C cos B cot B\ ma cos' a + sen ' a — i , 

e cos B cot B = — ■ , sostituendo, ed elidendo, 

sen B 


cos a sen C „ „ cos a cos’ B sen C 

COS A = COS B COS O - 


sen B 


sen B 


ma cos ' B= i — sen' B , 


cos a sen C 
onde cos A = — 

sen B 


cos a sen C 

cos B cos C — — 

sen B 


+ 


cos a sen’ B sen C 
sen B 


cos a sen B sen C — cos B cos C , equazione d’ onde 
si ottiene il seguente sistema 


ì* cos A=cos a senBsen C — cos B cos C j 
n* cosB—Cos b sen A sen C — cos A cos C ) Sistema 6° 
3* cos C=cos c senA senB — cos A cos C j 


Quarto teorema sussidiario per la soluzione dei trian- 
goli sferici. 

no. Se nel sistema terzo si fossero sostituite 1 8 o° — a', 
i8o° — b‘, i8o° — c'peryf,5,C,e i8o° — A 1 , i8o°- — B\ 
1 8 o° — C 1 per a, 6, c, si sarebbe ottenuto il sist. 6° 
come oriundo del triangolo polare, sul quale A 1 ' ,B\C 
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angoli sono supplementi a 180 di a, b, e, lati del 
triangolo primitivo, e viceversa per i lati. 

7 1 . Il teorema fondamentale terzo contiene i suoi 
ausiliari 4 °, 5 °, c 6°, c risolve tutti i casi dei trian- 
goli sferici, quando cioè dati tre dei sei elementi del 
triangolo se ne cerca il quarto. Con essi dunque for- 
meremo tutte le equazioni necessarie alla soluzione 
dei problemi sferici : c poicchè i triangoli sferici ret- 
tangoli per la conoscenza certa dell’angolo retto pre- 
sentano forinole assai semplici, noi da questi comin- 
ciamo. 

Risoluzione dei triangoli' sferici rettangoli, 

72. Un triangolo sferico può avere tre angoli retti, 
ed allora i suoi lati son tutti di 90°, ed eccolo ri- 
soluto. 

73. Può non avere che due angoli retti, e i lati 
opposti saranno allora di go°. Ma questi dati non 
danno il valor del terzo angolo nè del terzo lato. Si sa 
solamente die essi sono di ugual numero di gradi. 

74 - Non si considerano dunque che i triangoli che 
hanno un’angolo retto. Sia il triangolo ABC (fig-i 4 ) 
rettangolo in A . 

Dei lati a, è, c, opposti rispettivamente agli an- 
goli corrispondenti, a si chiami l’ipotenusa, perchè op- 
posta all’angolo retto A, e i lati b, c, sono opposti 
agli angoli obliqui B, e C. Date due delle cinque 
quantità B y C , a , &, c, si trovano le altre per mezzo 
dei quattro sistemi 3 °, 4 ° 5 5 °, e ( 3 °; purché in essi 
si supponga ^=90°, e perciò sen A— 1, cos A= o, 

tan A = co , col A — - - 


\ 2 
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r 5 . Dal sistema 3 ° 
6 ° 
5 ° 
O 
4 ° 
4 ° 
5 ° 
G° 


cos a = b cos c i* 
cos a = co/ B cot C 2* 
cos 7 ? = co/ a tan c 3 * 
cos B = cos Z> sera C 4 * 
sm b = sera a sera B 5 * 
sm c = seri a seri C G a 
cot C = seri b cot c 7* 
cos C == cos c sera 2? 8“ 

/rara c =s sera b tan C 9* 
/rara b = sen c tan B io* 
cos C = co/ ra /rara 6 11* 
co/ B = cos ra /rara C 1 2* 


Mettendo nella 7* — • in luogo di cot si ha la cy\ 

Essendo per la 9“ la tangente di un lato uguale al 
prodotto della tangente dell’ angolo opposto nel seno 
dell’altro lato, adattando al secondo lato questo teore- 
ma si ha la 1 o*. Dello stesso modo adattando all’altro 
angolo obbliquo la 3 “ si ottiene la n a . 


La 1 2* si ha dalla 2* facendovi cot C — 


tan C' 


La 10* e la 11* si hanno ancora, sostituendo il 

valore di sera ra = — - preso dalla 6* nella 5* cioè 
sen C 1 

in sera b = sera ra sera B, per cui si ha 

, sen c sen B cos J] 

seri b = - — ma per la 4“ cos b = , 

seu 6 1 ^ sen C ’ 

dividendo l’ima per l’altra si ha 

sen b 

= /rara b = sen c tan B. 
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La i a da cos a — C os b cos c, e 1 ’ 8* cos c = — C 

sea li 

cos b cos C sen b 

onde cos a = — ma per la 5 “ sen B — , 

sen li 1 sen a ’ 

cos b cos C sen a . 

onde cos a — e indi cota=cotb cos C, 

sen o * 

oppure cos C = cot a tan b , die è 1 ’ 1 1*. 

76. Dalle precedenti formule discendono le solu- 
zioni dirette di tutti i casi del triangolo rettangolo , 
e dalle loro combinazioni le soluzioni indirette, che 
spesso dagli astronomi sono sostituite alle dirette. Son 
esse di continuo uso nei calcoli del sole; nei quali BA 
rappresenta l’ascensione retta del sol AR...BC la 
longiludine=Z...y/C la declinazione=Z>, bandolo B 
l'obbliquità dell’Ecclittica = <w; e l’angolo C = ff è 
il complemento dell’angolo di posizione, la qual cosa 
si concepirà meglio dalla lìg. 17 dove rappresentano 
BC' un’arco dell’ecclittica; BA' un’arco dell’equatore, 
ed A'C' l'arco corrispondente di declinazione. 

77. Queste soluzioni si trovano qui in disteso, per 
come sieguono dalle dodeci forinole generali. 

Conoscendosi 1 ’ ipotenusa ed un’ angolo , si può 
cercale. i° Il lato opposto all’angolo. 2 0 11 lato ad 
esso adjaccnte. 3 ° L’altro angolo. 

F\ 4 ’ sen b = sen B sen a...sen B=zsen 00 sen L. 1 
3 “ tan c= cos B tan a... tan AR— cos ai tan L. 3 
2* cot C=: 1 an B cos a . . .col ir= tan ai cos L. 3 

L’arco b è della stessa specie dell’angolo dato B che 
gli è opposto, e reciproca mente. 

L’arco c sarà della specie indicata dalla tangente 

dell’ipotcnusa, perche tari a = ~ 

cos a 
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L’angolo C sarà acuto quando l’ ipotenusa e l’an- 
golo dato sono della stessa specie , e sarà ottuso se 
sono di specie differente. 

78. Quando si conosce l’ ipotcnusa., e l’altro an- 
golo le forinole hanno lo stesso aspetto. 

seti c — sen C sen a \ 

tan b — cosC tari a ? Per il Sole non si adoperano. 
cot B= tan C cos a ; 

79. Conoscendosi 1 ’ ipotenusa ed un lato si può 
cercare. i° L’angolo opposto al lato dato, a 0 L’ an- 
golo formato dalì’ipotenusa col lato dato. 3 ° Il terzo 
lato. 


F“. 5 a sen B — 


sen b 
sen a 


... sen a — 


sen D 
sen L' 


7 


u a cos C— cot a tan b ...cos k — cot L tan D. 8 
cos a cos L 

1* cos c = — -...cosAR — 7,. Q 

cos b cos U 


80. Conoscendosi 1 ’ ipotenusa e l’altro lato le for- 
inole presenteranno lo stesso aspetto, di fatti, 

_ sen c sen AR 

sen C — . . . sen ir — — . io 

sen a sen L 

cos B — cot a tan c ... cos ® = cot L tan AR. 1 1 

, cos a cos L 

COS b — ... COS D — — . 1 2 

cos c cos Ali 

8 1 . Conoscendosi li due lati , si può cercare : 
.1® L’ipotenusa. 2 0 L’angolo opposto ad uno dei lati 

dati. 3 ° L’angolo adjacentc ad un lato dato. 
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F*. x* cos a=cosb cos c...cos L—cos ARcosD. i3 

tan b tan D 

h* o io* tan B — — • ... tan a = -. 14 

y sene sen AR 


. . tan c 

idem tan L> = — ; . . . tan k 

sen b 


tan AR 
sen D 


1 5 


82. Conoscendosi un lato e 1 * angolo opposto si 
può cercare: i° L’ipotcnusa. 2 0 II terzo lato. 3 ° L’an- 
golo adjacente al lato dato. 


F*. 5 * sen a 


sen b 
sen B 


... sen L — 


sen D 
sen « " 


16 


IO* 


4 * 


sen c = 
sen C = 


tan b 
tau B 
cos B 
cos b 


• • • 


sen AR — 


tan D 
tan <0 ’ 


sen v = 


cos « 
cos D' 


iS 


Gli angoli o gli archi trovati per via de’ seni pos- 
sono essere acuti o ottusi. Costituiscono li casi dubbj 
della Trigonometria. Lo stesso si dica delle seguenti 
tre forinole consimili. 

83 . Conoscendosi l’altro lato, e 1 ’ angolo ad esso 
opposto. 


sen a — 


sen c 
sen C 


sen 


b = sen c coi C \ Non servono per il Sole 


sen B = 


cos C 


cos c 


J 9 

20 

2t 


84. Conoscendosi un lato e 1 ’ angolo adjacente, 
si può cercare : x° L’ipoteuusa. 2 0 L’angolo opposto 
al lato dato. 3 ° 11 terzo lato. 
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94 

F*. il* tana 


tan b tan T> 

. \ ... tan J-t — . 

COS C COS K 


4 * cosB=cosb senC... cos oo=cosD seme. 23 
7* tane— senbtanC.. .tan AR—senD tari' ir. a4 


85 . Ma conoscendo 1 ’ altro lato , e il suo angolo 
adjacente, si hanno le seguenti forinole simili alle pre- 
cedenti. 


tan c _ tan AR 

tan a = — ... tan L = . 

COS B COS <u 

cos C = sen B cos c ... cos x — sen a> cos AR. 
tan b = tan B sen c ... tan D =s tan a> sen AR. 


25 

26 

2 7 


86. Conoscendosi li due angoli , si può cercare : 
i° L’ipotenusa. 2 0 II lato opposto ad uno degli an- 
goli dati. 3 ° Il dato adjacente. 



87. Nella 1 4 a e i 5 *.tan B e tan b, tan C, e tari c 
hanno lo stesso segno, e l’una non può divenire ne- 
gativa senza che l’altra lo sia pure, dunque 

Nei triangoli sferici rettangoli ogni lato è 
della medesima specie dell’angolo opposto. 

88. E poicchè il seno non può essere maggiore del 
raggio non può nella stessa analogia esser mai tan c > 
tan C, e tan b > tan B\ ma essi sono della mede- 
sima specie, dunque 

Nei triangoli sferici rettangoli un’angolo ob- 
lìi iquo non può essere minore se acuto, o mag- 
giore se è ottuso del lato che gli è opposto. 


Dk 


Google 


Sg. Poicchè il maggior lato è opposto al maggior 
angolo, e il minore all’angolo minore siegue dal § 87 
che se l’arco è < 90° è il più corto, c se è maggior 
di 90° è il più lungo che possa menarsi* ad un cir- 
colo da un punto dato, dunque 

In un triangolo sferico rettangolo ogni lato 
minore di go° è minore dell’ipotenusa, c sarà 
maggiore dell’ ipotenusa ogni lato maggiore 
di 90°. 

90. Sicno i due cerchj massimi (Jig. 1 5 ) PAB , 
PCB che formano il fuso PB , si conduca l’arco CA 
perpendicolare sul cerchio PAB , il triangolo ABC 
sarà rettangolo in A , e la sua ipotenusa sarà BC : 
sarà parimenti rettangolo in A il triangolo PAC , e 
PC ne sarà l’ipotcnusa, e l’angolo P—B. Ma senBC 


sen AC 
sen B ’ 


e seti PC— 


sen AC 
sen P 


sen A C 
sen li 


. Dunque dati 


un lato e l’angolo opposto rimane dubbio se l’ipotenusa 
del triangolo sia minore di 90° o se sia supplemento 
a 1 8o°. Lo stesso si dica sia sé si cerchi l’angolo ( 7 , 
sia se cerchi il lato opposto all’angolo ignoto. Ciò si 
renderà più chiaro considerando le analogie da 16 a 2 r . 

91. Generalmente essendo il seno di un’arco su- 
scettibile di due valori, perchè sen A=sen{ 180 — A ), 
quando un’elemento del triangolo è determinato per 
mezzo del suo seno è dubbio se si debba ritenere il 
suo valore < 90 0 , 0 se si debba pigliarne il supple- 
mento. Non è l’istesso colle altre funzioni circolari, le 
quali cambiando di segno a go° le circostanze del 
problema spesso tolgono il dubbio. 

92. In tutte le forinole trigonometriche suppon- 
ghiamo d’ ordinario il raggio = 1 diviso in parti 
1 ooooooo'**”' , e le funzioni di un’arco o di un’an- 
golo non sono che porzioni del medesimo , c perciò 
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lince. Introducendo quindi le potenze del raggio, come 
si è detto altrove, si ridurranno omogenei i termini tri- 
gonometrici, i quali a causa del raggio espresso dall’u- 
•nilà sembrano di dimensioni diverse. 

g 3 . Non sempre sono comode le precedenti solu- 
zioni al calcolo. Poca precisione si ha dalle formolo, 
che esprimono un’arco piccolissimo per mezzo del co- 
seno o un’arco molto vicino a 90° per mezzo del seno. 
In questi casi bisognerà servirsi di certi artificj di 
calcolo, per li quali l’arco viene a trovarsi per mezzo 
della metà della sua tangente, o con un’altra funzione 
che non sia soggetta agli stessi inconvenienti. 

94. Si cerchi l’arco b piccolissimo per mezzo della 

forinola 1 2* cos b=~. Si farà COS b COS C ssa 

COS c 


cos a ... 1 : cos b :: cos c l cos a ... 1 -f- cos b l 

, , . I — cosi 

i — cos b :: cos c + cos a l cos c — cos a... — = 

l-|-cosi 

cose — cosi „ I — cosi 

: . Ma ( Gon. 168 e 200) — - = ta/x* l b , 

cos e -{-cos a v ' i-{-cos i * 7 

cose-cosa . 

e — fan s (a — c) tan 5 (a-f-c) , si otterrà 

cos c-{-cos a x J ' 1 

tan' \b — tan \ (a — c) tan I (a-fc), ovvero tan lb~ 
• !» si fatta guisa, perché il cambia- 
mento delle tangenti è rapido nei piccoli archi , si 
otterrà con somma precisione il valore dell’arco b. 
95. Si cerchi l’angolo C piccolo con la formola 8 * 

/"» . , _ , . tan i 

cos C = cot a tan b , si tara cos C — 

' tan a 

tan a cos C = tan b .... 1 — cos C l 1 -j- cos C :: 
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tan a — tan * 


tan a— tan b : tan a -}- tan b\ — = 

' i -j-co* C tan a -J- tan b 

e {Gon. 306 e i5g) tan i C « vC£|S))* 

96. Se l’angolo C è grande, e si abbia sen C = 
come nella io*, si farà sen a sen C = sen c ... 

sena 

, j-4-sen C sen a -f- sen c __ 

onde — 1 = , ma (Gon. i33 e adì ) 

1 — sen C sen a — sen c ' ' 

i+senC sen a -f- sen c tanS(a-fc) 

— -=tan' ( 4 -:>-Ko) , e = ~-rj ( 

onde si troverà con gran precisione l’angolo C dalla 

formola tan{ 4 $+ a C) = ^ (a— 7/ 1 ^ Cr cm 

cercato nelle tangenti il valore del secondo membro, 
e sottrattovi 45°, si ottiene j C. 

97 . Generalmente avendosi cosx-=i~ si otterrà 
tanlx= V(ig): per sen xa= £ si ha 

ta/i(45 + = Per mezzo dell’ es P re& - 

sioni goniometriche si renderà poi piii semplice il se- 
condo membro. 


98. Avendosi cosx = - si può anche scegliere 
tra le espressioni del coseno quella che è più com- 
moda, e fattala uguale a -, si otterrà un’altra fun- 

1 °q 

zionc di x espressa in p e q. Se si scelga (Gon.Zo) 

i3 
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cos X = 


si farà cos' x = — : 


VO+tan» ar) " q* _ i-f-tan* x 

da questa equazione si otterrà tan x = 

99. Se sia cos x—pq^.cos* x—p' q'= 
e quindi tan x = \j (^ — £ — ). 


n> a: 


p* r 


2 tan - x 

1 00. Se si faccia(Gon. 2 1 o )sen x~pq — 1 _|_ tall * , ~ 

moltiplicando per 1 + tan' | x , compiendo il qua- 
drato , cd estraendo la radice si troverà tan ; x = 

■h - V ( ( ' - V( ■ ■ -r ?■))• 


PI 


p'q 


101. Nella 1* sen b = sen B sen a , se si sup- 
ponga il complemento dell’arco b, o sia 90° — A— a.r, 
sarà £=90 — 2 j:, e ren b—sen (go — 20:) — cos ix ì 
1 — tan» a: I — tan* * 

ma cos 2X = — ; ( Gon. no) onde — ■ = 

N ‘ ' i-j-tan 1 x 

■sen B sen a 

ma x 


i-j-tau* x 

sen B sen a. Si caverà tan ' x — — : , 

i-J-sen B sen a 
111 .in 1 — sen B sen a 

= 45 — s b, dunque tan ' (45 — 5 b)— — — *-= 

^ 1 » ' i-|-sen B seu a 

lo stesso avrebbe dato il valore di sen b n.° 244- 
102. Si è adoperato l’angolo ausiliario x, ma ado- 
perandone due il calcolo riesce anche più breve. 

Poiccliè la tangente di sua natura è suscettibile di 
qualunque valore , in vece del precedente artificio 
nella stessa formula 1* sen b = senB sen a, si può 
fare tan y = sen B sen a , e o.x = 90 — b, sarà 
... 1 — tan 1 x 

sen b = sen (90 — 2x)= cos o,x = = tany 
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d’onde si ha tari' x = = fon (45 — r \ 

i-f-tan^ ' * J * 

Gon. a3i. 

Spedito così riesce il calcolo facendo, senB seti et- 
tari y\ \j{tan (45— j)) = tan x ... e l’arco cercato 

b = go — "ìx. Questo è il metodo degli astronomi. 

io3. Se il secondo membro fosse di due termini, 
come sist. 3, 

cos a == cos b cos c -f* seri b sen c cos A 
si divida tutto per cos b , e si avrà 

cos a 

= cos c -f- tan b cos A sen c 


cos b 


si faccia tan b cos A = tan x == — - , si sostituisca 


COS X 


e si tolga il denominatore , onde si avrà 

cos a cos x 

■ cos c cos x + sen c sen x=cos (c — x) 7 
cos b cos (c — x) 


cos b 

e finalmente cos a 


cos X 


m questo stato 


si faranno su questa formola le operazioni precedenti, 
tenendo sempre presente che si suppose tan b cos A— 
tan x. Gli astronomi fanno frequente uso di questo 
metodo, come vedremo appresso. 

104. Si abbia (for. 28) cos a — cotB cot C , si 

otterrà (Gon. 7 5) cos a = — ■ — ' — — e quindi 

' 1 -f tan 1 n 

. . I — cot B cot C sen B sen C — cos B cos C 

tan * |a = — = 

i-f-oot B col C sen B sen C + cos B cos C 
—(cosBcosC — sen J? sen ( 7 ) — cos(/?-j-C) 

cos B cos C + sen B seu C cos ( B — C)' 
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Per le vicende del calcolo riuscendo cos 
negativo, il valore dell’ipotenusa a sarebbe immagi- 
nario se B + C non fosse maggiore di go°. Ma B-\- C 
è la somma dei due angoli obbliqui nel triangolo sfe- 
rico. Dunque nei triangoli sferici rettangoli la somma 
dei due angoli obbliqui è sempre maggiore di 90 0 . 
io 5 . Si abbia (for. 8) cos C — tan b cot a .... 


tan' l C « 


1 —tan b cot a cos b sen a — sen b cos a 


1 -j- tan b cot a cos b sen a -j- sen b cos a 


sen (a— b) 
sen 


c quindi tan 5 



Il numeratore e il denominatore del secondo mem- 
bro bisogna che fossero o ambidue positivi, o ambi- 
due negativi affinché il valore di C fosse reale , e 
non immaginario. Onde quando a + b riesce mag- 
giore di 180° è necessario che l’ipotenusa a sia mi- 
nore dell’altro lato. Perciò quando nei triangoli sfe- 
rici rettangoli vi sono angoli ottusi, l’ipotenusa non 
è più il maggiore dei lati. Gò è conseguenza del teo- 
rema n°. 5 a. 

106. Se un lato del triangolo é di go°, il trian- 
golo dicesi quadrantale , oppure rettilalero. 

Nei sistemi 3 , 4 , 5 , e 6, supposto a = go si tro- 
verebbero otto forinole fondamentali per la soluzione 
del medesimo , analoghe a quelle che sopra si son 
trovate per il triangolo rettangolo; nelle quali si ve- 
drà che gli angoli del rettangolo pigliano il posto dei 
lati del quadrantale, e i lati degli angoli. Facile quindi 
riesce la soluzione di questa specie di triangoli , li 
quali spesso s’incontrano in astronomia. Basta riflet- 
tere che il triangolo polare del triangolo rettangolo è 
un triangolo quadrantale: e perciò le formole del primo 
si convertiranno in quelle del secondo, purché si con- 
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siderino i lati dell’uno supplementi a 1 8o Q degli au- 
goli dell’altro, e gli angoli supplementi dei lati. 

Sia Z il zenit (fig. 16) P il polo, S il Sole nell’O- 
rizzonte, PS sarà la distanza polare, PZ la distanza 
del zenit del polo , e ZS la distanza del Sole dal 
zenith==90°. Si avrà dunque un triangolo quadrantale 
nel quale son noti ZP = 5 i° 53 ' (sotto il zenith 
di Palermo) PS = 8o°, e ZS = 90% die è il lato 
per cui il triangolo è quadrantale. Si cerchi l’angolo 
contenuto P, opposto al lato retto, dal quale si ha 
l’arco semidiurno. Se si compari il triangolo dato al 
triangolo generale i4) saranno noti c, c b, c si 
cerca A. Per aver la lòrmola corrispondente tra quelle 
del triangolo rettangolo si convertano le lettere maju- 
scole in minuscole, e viceversa ; saranno noti adun- 

3 ue C, e P, e si cerca a nel triangolo rettangolo : 
unque l’analogia 38* dei triangoli rettangoli risolverà 
il problema; solo che in vece di c = 5 i° 53 ' (/%. 16) 
si adoperi C == ia8° 7'; in vece di b — 9 >a° si ado- 
peri tì = 1 00 ; cosi si troverà a uguale al supple- 
mento di A\ ossia, il suo valore trovato sottratto da 
180 0 darà A , l’angolo che si cercava. 

107. S jhìsso succede in astronomia che due trian- 
goli rettaugoli da risolversi abbiano comuui o un’an- 
golo, o un lato o l’ipotenusa, comunque non conosciu- 
ti. In tal caso si compongono le formolo corrispon- 
denti dei due triangoli rettangoli nelle quali entra lo 
elemento comune non conosciuto, e si ottiene sempre 
un’analogia di quattro soli termiui che risolve il trian- 
golo. 

Sia BCC' (Jìg- 17) l’ecclittica; BAA' l’equatore; 
AC, A'C\ due successive declinazioni del Sole; si 
hanno i due triangoli rettangoli BAC , BA'C , nei 
quali l’angolo B è comune. Sieno ora note due lon- 
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gitudini, cd una declinazione, si cerchi l’altra. Sieno 
note BC, BC 1 , e CA si cerca C'A 1 . Segnando col- 
l’asterisco le lettere che indicano gli elementi nell’altro 
triangolo saranno noti, a, b , a', si cerca b 1 ; 

Dalla i* si ha i : sen B :: seri a : seri b 
i : sen B : : sen a ' : sen b' 

. . sen a' sen b 

dunque sen a l sen a :: sen b : sen b = . 

1 seu a 

Sieno ora note le longitudini , ed una AR e si 
cerchi la seconda AR , ossia son noti BC, BC' e BA 
si cerca BA'\ cioè son dati a , c, cd a 1 si cerca c ' ; 
Dalla 6* si lia cot alti: cos B : tan c 
cot a! : x :: cos B : tan c 1 
dunque cot a 1 : cot a :: tan c l tan c' dunque 

, . cot a tan c tan e tan a! . . 

tan c = 7— = . In simu guisa com- 
uni af tan a ° 

ponendo le altre per li diversi casi di due triangoli 
si avranno li seguenti teoremi. 

108. Per due triangoli sferici rettangoli , che hanno V ipotenusa 
connine. 

i° Il prodotto dei coseni de’ lati nell’uno è uguale 
al prodotto dei coseni de’ lati nell’altro. 

2“ Il prodotto delle tangenti degli angoli nell’uno 
è uguale al prodotto delle tangenti degli angoli nel- 
l’altro. 

3 ° È uguale in ambidue il rapporto dei seni degli 
angoli ai seni dei lati opposti. 

4° È uguale in ambidue il rapporto della tangente 
di uu lato al coseno dell’angolo adjacentc. 
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109. Per due triangoli sferici rettangoli che hanno un lato 

comune . 

i° Il prodotto del seno dell’ipotenusa per il seno 
dell’angolo opposto al lato comune è uguale nei due 
triangoli. 

2 ° Il prodotto della tangente dell’ipotenusa per il 
coseno dell’angolo adjaceute al lato comune è uguale 
nei due triangoli. 

3° Il prodotto del seno del lato non comune per 
la tangente dell’ angolo a questo adjacente è uguale 
nei due triangoli. 

4° È uguale in ambidue il rapporto del coseno 
dell’ipotcnusa al coseno del lato non comune. 

5° È uguale in ambidue il rapporto della tangente 
dell’angolo adjacente al lato comune al suo lato op- 
posto. 

6° E uguale in ambidue il rapporto del coseno 
dell’angolo opposto al lato comune al seno dell’ an- 
golo adjacente. 

1 1 o. Per due triangoli sferici rettangoli che hanno un'angolo 

comune. 

i° Il prodotto del coseno dell’ipotenusa per la tan- 
gente dell’angolo non comune è uguale ne’ due trian- 
goli. 

2 ° Il prodotto del coseno del lato opposto all’an- 
golo comune per il seno dell’ angolo non comune è 
uguale nei due triangoli. 

3° È uguale in ambidue il rapporto del seno del- 
l’ipotenusa al lato opposto all’angolo comune. 

4° È uguale in ambidue il rapporto della tangente 
deli’ ipotenusa al seno del lato adjacente all’ angolo 
comune. 
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5 ° È uguale in ambidue il rapporto della yngente 
del lato opposto all’ angolo comune al seno ael lato 
adjaccnte. 

ti° È uguale in ambidue il rapporto del coseno del- 
l’angolo non comune al coseno del lato adjaceute al- 
l’angolo comune. 

ni. Frequente è anche il caso di dover conside- 
rare come infinitamente piccoli li lati di un triangolo 
sferico, comcchè, secondo la natura del problema lo 
siano realmente o no. In tale supposizione gli archi 
siccome è noto si confondono coi loro seni o tangenti, 
e il triangolo si risolve come rettilineo. Di fatti nelle 
analogie i * e 1 4 a mettendo i lati in cambio dei loro 
seni, c tangenti si ha 

i : sen B :: a : b ... i : tan B :: c \ b 

che sono le analogie fondamentali di un triangolo ret- 
tilineo rettangolo in A. Le serie che esprimono le 
funzioni degli archi circolari negli archi stessi som- 
ministrano il modo di tradurre in rettilinee le for- 
inole dei triangoli sferici. Perchè si ha, trascurando 
li termini di ordini inferiori, (Gon. 279 e scg.) .... 

1 a* 

sen a—a...tana—a...cot a— - ...cor a = 1 

a a 

onde , supposti i lati infinitamente piccoli nella ta- 
vola dei triangoli sferici basta sostituire i lati in cam- 
bio dei loro seni o delle loro tangenti. In vece di 

coi lato si sostituisca - — . In véce di cos lato si 

lato 

metta sempre 1’ unità quando è solo , o è moltipli- 
cato per altra funzione; ma se vi è prodotto di due 
coseni dei lati si sostituisca 1’ unità meno la metà 
della somma dei quadrali dei lati, o sia si sostitui- 
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sca il prodotto dei primi due termini del valor del 
coseno espresso nell’arco stesso, rigettando il prodotto 
dei quadrati come quantità di quart’ordine. Con que- 
ste poche regole tutte le forinole della Trigonometria 
sferica si traducono a quelle della rettilinea, eccettuate 
le sole che di loro natura ripugnano alla natura dei 
triangoli rettilinei, come sarebbero, per es. quelle 
che determinano l’ipotenusa per mezzo degli angoli ec. 

Risoluzione dei triangoli sferici obbliquangoli. 

H3. Li quattro sistemi 4 °, 5 °, 6°, 7 0 , bastano per 
risolvere tutti i triangoli sferici in ogni caso, e poic- 
cliè essi esprimono le relazioni generali tra quattro 
elementi dal triangolo basterà sviluppare il valor del- 
1’ incognita, che lasciata sola in un membro verrà 
espressa dalle funzioni degli altri tre elementi; ma per- •. 
che questi sviluppi non danno sempre le soluzioni più 
facili o più commode al calcolo, si fa uso di alcuni 
artificj, che danno forinole assai più brevi, e più adat- 
tate all’uso dei logaritmi. 

11 3 . Se da uno dei vertici del Triangolo obbli- 
quangolo si abbassi una perpendicolare sul lato op- 
posto, resta esso diviso in due triangoli rettangoli, cne 
avranno la perpendicolare medesima per lato comune 
ad ambidue. La perpendicolare può cadere o dentro, 

0 fuori. Nel triangolo ABC (fg- *9 e 20) se la per- 
pendicolare AD cadrà dentro il triangolo il valore 
di BC = BD -f- CD , e se cadrà fuori sarà BC = 
CD — BD. Ora nei triangoli sferici rettangoli ogni 
lato essendo della stessa specie dell’angolo opposto ne 
viene che la perpendicolare sarà opposta nei due trian- 
goli rettangoli da essa formati ad angoli della stessa 
specie. Cadrà dunque dentro il triangolo se i due an- 
goli sono della stessa specie, e cadrà fuori se saranno 
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essi di specie diversa. Ma le forinole si devono co- 
struire nella supposizione die la perpendicolare cada 
dentro, e che gli angoli, e i lati sieno minori di 90°. 
Così, osservando le regole dei segni, si ottengono i giu- 
sti valori delle cose che si cercano. 

n 4. Nel triangolo generale ABC (fig. 19) si chia- 
mi angolo verticale un'angolo qualunque A , e base 
il lato opposto a. Li due altri angoli B e C si chia- 
mano primo e secondo angolo sulla base, e i lati ad 
essi opposti b e c primo e secondo lato. 

Si facci la perpendicolare AD=p , li due segmenti 
dell’angolo verticale il/, N, e li due segmenti opposti 
della base m , n, sempre m dal canto dell’angolo B 
ed n di C. Onde sarà A — M -f- N, ed a = m -f- n 
se la perpendicolare cade dentro; ed A = Min iV ... 
a = min n se la perpendicolare cade fuori. Se que- 
sta poi si abbassi da B li segmenti rispettivi saranno 
notati con le stesse lettere affètte da un asterisco , se 
da C con due asterischi. 

11 5 . i° Caso. Dati i tre lati si cerca uno degli 
angoli. Dati b , c, si cerchi, per es. A: il sistema 4 ° 
darà 

. cos a — cos b cos c cos a 

i° cos A — ; = — cot b cot c 

sen b sen c sen b sen c 

cos b — cois a cos c cos b 

a 0 cos B = = cot a cot c 

sen a sen c sen a seu c 

_ cose — cos a cos b cos c 

o° cos C — — = — cot a cot b 

_ seu a sen b seri a sen b 

Questa è la forinola analitica. Ma nojoso è il pas- 
saggio dai logaritmi ai numeri naturali, a cui obbliga 
questa forinola, c se l’angolo è piccolo non se ne ot- 
tiene molta precisione. Perciò si converte in altre 
.espressioni. 
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„ . . cos a — cos b co? c 

116. i — cosA~isen' l \Az=.\ 

sen b sen c 

sen b sen c -j- cos b cos c — cos a cos (!> c nc) — cos n 

sen b sen c sen b sen c 

asen | fa — itec)X sen 1 (« 4“ b ^ c ) 

e ( Gon. 124) = 7 ~ ’ 

' sen b seu c 

onde qualunque sia maggiore b o c sarà 

sen 1 (o + c — £) sen t (a -f £ — c) 

- 1 “ t •••*• c 

sen b sen c 


sen ’ \ A = 

\ j ./ sen |(a -f- c — £) sen ; (a -f- b— c) \ __ 

^ ' * * \ sen b sen c ' 

/ / a 4 -b-\-c \ (a 

\[ f sen C à ~ ) sen V 

' sen h sen c. 


sen b sen c 

f. a 4* b + c 


sen b seu c 

1 1 7 . I 4 * cos A = 2 COS 1 5 A 


i) 


1 b sen c — cos b cos c + COS fi cos fi — cos (*+0 


seu b sen c 


sen b sen c 


. r j . /*“ | (a+£+c) sen ;(£+ c— a) 

e qmndi cos s A = V 1 

1 v seti b seri c 


118. Dividendo le formule precedenti l’ una per 
l’altra avremo 

sci1 { — b ) sen K — ; V 

tUìV * A = fb + c + n} Jb + ~a ~ 

sen v — - — ; sen v — à v 

Quest' ultima formola è sempre esalta. Falla la setnisomma 
de’ lati dati vi si sottragga uno de’ lati che comprendono l’an- 
golo cercato, e poi l’altro, e se ne scrivano li log. seni; indi 
dalla semisomma vi si sottragga il lato opposto all’angolo cer- 
cato e si scriva il cologaritmo seno, a cui si aggiunga il co- 
logaritmo seno della semisomma istessa. La mela della somma 
di questi quattro logaritmi Sara il log. tang. della meta del- 
l’angolo che si cerca. 
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1 1 g. Con li stessi dati si possono cercare insieme 
li due angoli B e C. Abbassando la perpendicolare 
sul lato BC e componendo la formula 9* dei trian- 
goli rettangoli secondo il n°. 108 si ha 

cos b : cos c :: cos m : cos n 

cos b -J- cos c ; coi b c n cos c l \ cos rn -J- cos n ; cos m tn cos n 
cos b -j- cos c cosm-f-cosn cot|(i-j-c) 

cos b co cos c cos m co cos n tan | (b co c) 


cot 3 (m-j-n) 
tan | (nt-Jì n) 


cot | a 
tan ( m co ri) 


... ( Gon . 168.) 


onde 


tan i {mvìn) = cot 5 a tan i (6-j-c) tan \{b cn c). 

Si hanno così i segmenti della base perchè, il seg- 
mento maggiore sarà sempre 3 a -f- i {rn c/2 n) , e il 
minore = la — \(mmn). Per sapere se m è mag- 
giore o minore di n, si rifletta che siegue dall’analo- 


gia composta 


COS l) cos c 

= che il segmento maggiore 

cos m cos n ' 0 


è adjacente al maggior dei lati, e il minore al mi- 
nore. 

Ottenuti i due segmenti della base si risolvono 
tosto i due triangoli rettangoli ; perchè sarà sempre 
cos B — tan rn cot c , e cos C = tan n cot b. Que- 
sta soluzione è di Nepero , e fa trovare i due seg- 
menti della base, e i due angoli sulla base. 

120. Che se si voglia il valore analitico di m e 
di n espresso nei lati del triangolo si ha cos B = 

cos b — cos a cos c . _ . , 

tan m cot c — — , e riflettendo che 

sen a seri c 


cos b 

sen c cot c 


e seri cot = cos avremo 
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cos b 


cos a 
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cos b — cos a cos c 


sen a cos c 


sen a sen a cos c 

cos c — cos a cos b 


e similmente tan n = , 

sen a cos b 

iai. 2 0 Caso. Dati i tre angoli trovare un lato. 
Essendo noti A , 7 i, C, si cerca per esempio a. Il 
sistema 7 0 dà 

_ cos A 4- cos B cos C 

1 cos a = 4; 

sen B sen C 


cos b = 


c<w c 


cos cos ^7 cos C 
sen A sen C 
cos C + cos A cos B 
sen A sen B 


1 22. Facendo successivamente x — cos a—2sen * \ a 
ed t + cos a = 2 cos 1 i a, si hanno due formule ana- 
loghe, eccettuati i segni, a quelle del caso precedente, 

, — cos \(A + B 4- C) cos \(B + C—A) 

sen 5 a • — . , 

sen B sen 6 
sen B sen C 

Ne siegue che la semisomma dei tre angoli è mag- 
giore di 90° § 4®* E che perciò il segno negativo 
diviene positivo in ogni caso, essendo sempre nega- 
tivo il cos ì ( A B C ). 

* 123. 


cos 


(£±*±£- 2 ?) co* (±±£±£ _ c) 


sen B sen C 


e quindi : 
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i2J\. tan ’ \ a 


— cos ^ 

JOS 


A+B + 


.4 + li+C 


£) cm (±+l±£ _ A ) 


Le formole dunque sono le stesse che quelle del 
caso precedente applicate al triangolo polare. 

13 5 . Si cerchino i due lati c, c b. Abbassando 
la perpendicolare AD avremo una formola di Nepero 
analoga alla precedente. Di fatti pel § 109 n.° 6 si 


ha 


cos B cos C 

sen M sen N ’ 


onde 


sen M : sen N :: cos B l cos C 


sen M-{- sen N 
sen M io sen N 
col \ (. B+C) 


cos B -j- cos C tan 5 M -}- N 


cos B co cos C 
tan | A 


tan |(iWcotV) 
è perciò 


cot i (.Beo C) t tan 5 ( M co N) 
tan s (Min N) = tan ; A tan (B-\-C) tan l(B in C) 
e quindi il segmento maggiore dell’ angolo verticale 
= \ A + I (B in C) e il minore = 3 A — 3 (B m C). 

sen M sen N 

cos B cos C 


Dalla formula -r, — — — ora composta si vede 


che il segmento maggiore e il minore degli angoli 
sulla base sono adjacenti allo stesso lato del trian- 
golo, e il segmento minore col maggiore dei due an- 
goli sulla base sono adjacenti all’altro lato. Ottenuti 
così i segmenti dell’angolo verticale si ha il lato cer- 
cato c oppure b , 

cos c = cot B cot M 

„ __ (for. 28’) 

cos b = cot C cot N 


Digitized by Google 


I 1 1 

1 26. Introducendo il valore di cos c e di cos b 
presi dal § 121 in queste formule si hanno le for- 
mule analitiche dei segmenti dell’ angolo A espressi 
negli angoli del triangolo. 


cot M = 


COS C + cos A cos B 
sen A cos B 


__ cos B 4- cos A cos C 

cot N = 3 — 

sen A cos C 

I/applicazione di questo caso è rarissima in astro- 
nomia. 

12^. 3 ° Caso. Dati due lati, e V angolo compreso 
si può cercare il terzo lato, o uno degli angoli ignoti. 
Si cerchi il terzo lato. 

Dal sis. 4 ° cos a = cos b cos c -f- sen b sen c cos A 
cos b=cos a cos c -j- sen a sen c cos B 
cos c—cos a cos b + sen a sen b cos C 

12S. Molesto riesce il calcolo quando passar si 
deve dalle linee trigonometriche ai numeri naturali, 
e in tali casi gli astronomi sogliono servirsi del se- 
guente artifizio, già prima accennato. 

•Essendo cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A 
si divida tutta 1’ equazione per cos c e si otterrà 

cos a 

— cos b -f- tan c sen b cos A 

cos c 

cos a = cos b cos c + tan c sen b cos c cos A. 

Ricorrendo alla pieghevolezza della tangente per 
qualunque valore si può sempre avere un’arco indeter- 
minato jc la di cui tangente sia uguale a tan c cos A, 
la quale sostituita nell’ equazione precedente si ha 
cos a = cos c ( cos b sen b tan x) = 

( cos b cos x + sen b sen x\ cos (à c n x ) cos c 

J j ■ ! - ^ 

COS X / cos X 
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Si facci adunque cos A tan c — tan x, e quindi 

. , .. cos c cos (A t/3 x) 

si ottiene subito cos a — - . Ma 1 mtro- 

cos x 

duzione dell’arco ausiliario x non è a caso, ed è fa- 
cile vedere che se dal vertice dell’angolo B si abbassi 
una perpendicolare (fig- 1 8) l’arco x sarà la base del 
triangolo rettangolo sul quale A è un’angolo alla base, 
ed il lato c l’ ipotenusa. E per più chiarezza se dal- 
l’estremità del minore dei lati dati si abbassi sul mag- 
giore b la perpendicolare p' il lato b sarà diviso in 
due segmenti x e b — x ed il triangolo in due trian- 
goli rettangoli. E ricorrendo al § 8 1 n°. 1 3 si avrà 
cos c — cos p' cos x e cos a- — cos p' cos (b — x) 
. cos c cos a 


onde 


cos a — 


cos p = 

r COS X 

cos c cos (A — x ) 

COS X 


, ... e pero 
cos ( b — x) * 

ma per la formola num°. a, 


si ha tan x = tan c cos A. Onde tutto il calcolo si 
riduce alle due forinole; 

tan x = tan c cos A 

cos c cos (b — x) 


cos a 


cos X 


Bisognerà far cadere sempre la perpendicolare p ' 
sul maggiore dei lati dati. 

129 Se coi dati stessi si cerchi l’apgolo C si ha 
(109 n.° 3 ) tan A sen x = tan C sen (b in x) onde 

/ — tan A sen x 

tan C = — r. 

sen ( b c/i x) 

. 1 3 o. Si ha poi il terzo angolo colla regola dei seni 
sen b sen C sen b sen A 


sen B = 


sen c 


sen a 
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i 3 i. Dal § x xG si ha siseri’ i A — 

sen Z> sen c 

e quivi, messo i — iserv 3 ia cambio di co.y, avremo 
3 jera 1 i A sen b sen c = 2 sen’ ~a — 2 sen' \{bxic) 
e quindi 

sen s a = 3 (è c/i c) -j- .yen’ 3 /f sen h sen c ) 

n . . ,( .sen b sen c sen’ 

ss; sen ?(bwc) v/l X H — — - — ), 

' e » \ ■ sen» L (/» c nc) J 

o t\ 1 e • 1 , , J COS a — cos (W-c) 

102. Dal \ 1 17 si ha 2 cos 3 3 A =s — ■ > . . 1 

* ' sen f) sen c 

2 cos* ; ^ sen b sen c ~ isen % 3 (b-\-c) — stsen' I a; 
sen 1 3 a = ^(sen* \{b+c) — sen b sen c cos ’ 3 A} 

.. . ,/ sen A sen c cos’ | A\ 

“ Jm 5 ( s +*> Vi- uVs(H^)" 

1 33 . Ecco due buone formole ma incommode al 
calcolo. Esse sono della forma generale P( 1 ±_q)=~K. 
Si facci nell* x 2Q a q *= tare x\ K = P ( t -f-Znn’ x) 

= P { — - — )...Gon. 26... Perciò risulta tanx=\!q. 

Vcos’ X' w 

. „ sen \ A . , 

Onde latto fan x = — 7-77 V sen b sen c > 

sen 5 (Zi tn c) ¥ 


si otterrà sen \ a — 


sen 3 (bine) 


1 34 . Che se la differenza b c/i c sia piccola converrà 
meglio fare uso della fonnola x3o. In tal caso 

K—P (i — laiv x) = P —P ( ) 

' COS’ X Mtos’ x 

Goti. x56 .... E quindi fatto 
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tan x — -- - C0S s i - 4 — \/ sen b sen c, si otterrà .... 

sen i(H*) 

cos ix sen J (Z>-f-c) 

sen \ a= . 

COS> X 

i 35 . Oppure, quando sia K = P (i — q), facendo 
9 = cos ’ or, sarà 


coi x = * - - V ien £ ien c, e quindi 

sen | (i+t) 

ien ì a = ien x ien j (£+c). 
i 36 . Essendo 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A , 
sostituendo i — isen* j A -, e facendo 

sen b sen c = i cor i (ò co c) — 3 coi (6+c), 
e fatte le riduzioni si otterrà 

cos a = cos (b^c) — sen ’ 3 A{cos (b « c) — c 05 (è + c)} 

=^cos{b^ c) — coi {b <n c) ien’ 3 A + cos (b + c) sen' 3 ^ 


è finalmente 

cos a = coi (b co c) coi’ 3 y/ -f- coi (è ■+• c) i.en’ 3 ^ 

( cos (£-fc) tan 1 | A\ 

x + COS (bu>7) ' 

/ cos (i-t-cìN . \ 

onde fatto tan x — tan 3 ^ \/\ ; n ~~A S1 avra 

* x cos \bmcy 

cos (b in c) cos 1 1 A 
cos a — 

cos x 


i 3 y. cos a = 1 — 2 sen 7 3 a — 

1 — 2 sen' i (b co c) — 2 sen ’ \{bv)c) ien’ 1 A + 
2 ien’ i (/j+c) sen’ 3 onde 
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seri {a — sai j (bui c) — sai 1 3 (bmc) sen' { A + 
sen {(b-\-c) sen ' , A\ cioè 
sen * {a— sen {(bui c) cos' {A + sen' {(b-\-c)sen' {A 
i 38 . cos a — a cos' \ a — i = 
a cos' { (bui c) — • i — a cos' {(bui c) sen ' i A + 
2 cos' 3 (ò+c) sen' 3 A-, onde 
cos 7 ja = cos 1 {(buie) — cos 1 5 (bui c) sen ’ { A -f- 
ccw’ i (b-\-c) sen ’ 3 cioè 
co.?’ j a=cos’ ;(éoo c)cos 7 \A-\-cos 7 \(b-{-c)sen 7 {A 
i 3 g. E dividendo la 137 per la 1 38 ; 

t sen 1 ; (A m c) cos' \ A sen 1 * (A-}-c) sen» 3 A 

tan * a cos , r (j, ^ c) cos 1 \ A -f- cos* | (A-f-c) sei1 ’ » A 

sen* 3 (A cn c) -f- sen’ | (A-j-c) tan* | A 
cos* 3 (A c/3 c) cos* 3 (A-{-c) tan ’ ì A 


/ sen* 3 (A+c) A 

sen* | (A c/j c) ( 1 -j - ( tan* \ A ) 

v y \ 1 sen* | (A c/3 c) y 

/ COS* 3 (A + c) , \ 

cos 1 3 (A c/3 c) ( 1 -J — r tan’ | A \ 

* v ‘ V. 1 cos’ 1 (A t/2 c) 1 ' 


onde al solito fatto 

cos S (A + c) , 


sen 1 (A+c) 


tan ì A=tan x 


cos ! (A in c) 


' ••••• _/» \ * a — ■ - - 

sen | (A c/3 c) 

tan 3 A = tan y , subito si avrà . . 


cos v .. . cos y \/ sen | (A c/3 A 

tan ; fl = — - tan \(buic) = — - X 71 V 

COS X COS X ‘ ' COS ! (A C/3 c) 


Questa formola analoga alle Neperiane e non avvertita da 
altri la trovo sempre commoda breve e precisa, qualunque sia 
la grandezza del lato cercato. Se in vece di log. lari | (A c/3 c) 
si scriva il log. sen i (A c/3 c), e il colog. cos | (A c/3 c) già tro- 
vati, viene risparmiata la ricerca di un logaritmo nell’ ultima 
equazione. Molte altre forinole per questo e pel seguente caso 
si possono vedere negli autori, ma esse sono più eleganti che 
utili nella pratica. 
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i'\o. l>ffl un’aUro vantaggio di quest ultimc formule 
si è, che rendono cogniti senza altri calcoli anche li 
due angoli ignoti. Perchè , come si dimostrerà qui 
appresso, si ha 

cot x = tan j ( 2 ? cn C), e cot y — tan * ( B-\- C ) 
Onde trovati x ed j-, i loro complementi a 90° sa- 
ranno, il primo la semidiffercnza, e il secondo la se- 
misorama degli angoli ignoti. 

1 4 1 • Oi qui si vede che essendo dati due lati e 
l’angolo compreso tutti gli altri elementi del triangolo 
si trovano col seguente brevissimo metodo. Si calcoli 


iaflx 


SCI! 


— — , tati y = 

I (i> Jì c) J cos 


: [b i/l c) 


COS V 

... — - tati '-(bunc) = tan i a =±* lato cercato, 

cos x 7 

§0—x='?{B<r> C)=l Q; 90— yz=t\(B+C) = \P 
e quindi .... Angolo maggiore = | P -f- 5 Q 
Angolo minore = \ P — , Q 
Con dieci logaritmi presi dalle tavole, e due non altro 
che copiati dalle prime due analogie si conosceranno 
li sei elementi del triangolo. 

142. Dati come prima, due lati e t angolo com- 
preso si cerca uno degli angoli. 

Dal sist. 5 ° si ha 

seti A cot C = seti b cot c — cos b cos A 


cot C = 


sen b cot c — cos b cos A 
sen A 


I 


0 


tan C = 


sen A 

sca b cot c *— • cos b cos A 
sen B 

seu a cot c — cos a cos B 
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sen B 


1 r 


2 " tati A s= 


3° tan B = 


sen c cot a — • Co» c co» li 
seti C 

seti b cot a — cos b cos C 
sen C 


sen a cot b — cos a cos C 
sen A 


sen c cot b — cos c cos A 

i43. Gli astronomi da tempo immemorabile ado- 
perano il seguente metodo. 

Seti b cot c — cos b cos A 


COt C = 


sen A 
_ cos A / cot c sen b 
sen A ' cos A 


cos b 


) 


= Cot A ( x sen b — cos b) si facci 

'cos A ■ ' 


cot c 


cos A 


— cot X, sarà cot C —cot A ( cot x sen b — cos 6) 


= cot 
= cot 


cos x sen h — — sen x cos 


sen x 


K 

A 

> sen x ' 


5 ) 


Onde il calcolo, che riesce brevissimo, si riduce alle 
seguenti due analogie 

tan x =£ cos A tan c ... tan C = A sr “ a ~. 

sen (b — x) ’ 

Abbassando una perpendicolare dall’ estremità del 
minore dei lati conosciuti sul maggiore, qui da B su 
di bj sarà x la base del triangolo rettangolo di cui c 
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è P ipotenusa, ed A l’angolo alla base. Si applichi 
lo stesso ragionamento agli altri angoli. 

1 44 - Quando con questo metodo si è calcolato uno 
dei due angoli ignoti si avrà Taltro colla regola dei 

. x sen b sen C 

seni, perche sen B = — . 

sen c 

1 45 . E se si cercasse pure il terzo lato, 109 n.° 5 . 

cos c cos a . cos c cos (b—x) 

= — — - — -, si avrà cos a 5= 

COS X cos [b X) COS X 

1 46. Nei due triangoli rettangoli formati dalla per- 
pendicolare abbassata dall’angolo dato A, per il § 109 
num.° 3, si ha tan c cos N = tan b cos M , e 

.n - tan i-f- tane cos il/ 4 -cos N 

Gon. t 5 q. 168, — = = 

tan b w tan e cos M 1/3 cos N 


(* + c) 


cot | 


cot | A 
tan | N) 


sen (à «a c) tan | (M tn N) 

perchè l (Af+iV) = \ A. Onde 

cot | A sen (b co c) 




tan | (M co JY) = 


sen (b-\-c) 


E così si hanno dell’angolo A 
il segmento maggiore = | A + 1 (Afu 3 N), 
il segmento minore = l A — I (M in N).. 

Ottenuti i segmenti il/, N, si calcolerà 

cot B = tan M cos c ... cot C = tan N cos b. 


147. L’ analogia fa vedere che il segmento mag- 
giore è adiacente al lato maggiore, il minore al mi- 
nore, purché si abbia riguardo al segno di sen (i-j-c). 

1 48. Se a questi si uguaglino i valori di cot B 
e di cot C dati sopra si avranno i valori analitici 
dei segmenti espressi nei lati del triangolo : così si 
trovano facilmente 
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tari M — 


tan <; cot b — cos A 


tari N — 


tan A cot c — cos A 


I 49 - Dall’angolo dato A abbassata la perpendico- 
lare, dai due triangoli rettangoli per il § 109 n°. 1 
si ha seti b seri C = sen c sen £; la (juale sciolta, 

ed ordinata darà; S ---- * + Sen c = = 


sen b t/) sen c 


sen B 03 sen C 


tan ; (A-fc) tan \ (B + C ) 

tan s (A t/3 c) tan f (.8 c /3 C)' 

Ma al § t24? st ebbe colli stessi dati 

tan i (a+C) = s . '‘”»"^ c) , e al J .36 ri è 

trovato tan i (Mvi N)= ~~ A Sen ( ^ c) e per 

sen (A-f-c) ’ 1 

i / t) « col | j4 sen th c/j c) 

conseguenza tan x ( B4- C) = * ^ ; . 

° V J sen (A-f c) tan 1 (B M C) ’ 

sostituendo questo valore di tan (B+C) nella equa- 
zione di sopra si avrà 


tan | ( b -f-c) 
tan * (A co c) 


cot» | A sen (bxn c) 
sen (A-f-c) tan* i (B 6’) 


oppure 


tan ’ \{BtnC) 


cot 1 ; A sen ( b t/3 c) tan | (A «3 c) 
sen (A-f-c) tan f (A-f-c) 


Quivi sciolti li seni in a sen ì cos -, e le tan 

• M M • « > 

in si otterrà 

cos | 
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imr^CRr „ f'\ — C0t> • Akxì ' ^ bvi foos ì(A+cjcos ;(Aua c) 
sen ’ 1 (A-f-c) cos ì (,A-fc) cos *(J>Lnc) 

cot 1 i A sen a \{l> -sì c) 
seu* | (A-J-c) 

da cui estratte le radici si ha finalmente 


tan ; {B co Cy=^= 


cot | A s*>n * (A 'sì e) 
tea | (A~f~e) 


tan | Q 


Ma nella prima equazione si ebbe 

tan i (£ w C) = — 

V ' ^ ì (*+*) 

_ tan | (7J-fC) sen f (A uì c) cos £ (A-j-c) 
sen 5 (A-f-c) co# f (A c« c) r 
comparando questi due valori e riducendo si otterrà 
, „ . coll A cos £ (h J) e) „ 

um . (fi + C) = _^_ T ^ j L_2 = tan i P 


Cosi si conosceranno con queste facili e brevi formule la 
scmidifferenza £ Q, e la semisomma £ P degli angoli 
cercati B e C. Sarà quindi di questi due angoli il 
maggiore = 3 P -(- | (?, ed il minore = \P — 3 Q . 
Questa soluzione che è di Nepero, ha il doppio van- 
taggio della brevità e della facilità del calcolo. Da 
essa siegue l'uguaglianza di due triangoli sferici che 
abbiano rispettivamente uguali due lati e due angoli 
opposti. E poicchè tan 3 e cos 3 ( b-\-c ) nella 

forinola hanno lo stesso seguo, è chiaro, die ju ogni 
triangolo sferico sono della medesima specie la semi- 
somma dei lati e la semisomma degli angoli opposti, 
i5o. Furono trovate per altra strada, ma rovescia- 
te, queste formolo di Nepero, le quali diedero li valori 
di tan x, e di tan r al § i3tp E ciò in conferma 
di guanto si disse al § i/\o. 
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i5i. Dopo ottenuti li due angoli B , e C colle 
forinole di Nepero , dalle medesime si ha il terze* 
lato. Si trovò al § 119 , 

tan\(b-\;c)= — - — — t . — l e d al § i 38 ... 

tan | (b c) 7 J 

, % fi r \ lan 3 {p c) tan § (B-V~C'\ _ , . « 

tan , (b + c) =. , da cui risulta 

tan \ (min n) = c - » « lan l (* w c) 

K ' tau 3 (if c /3 C) 

Ma al § i53 si ebbe 

. , , -> tan f a sen ( B «3 C) 

tan 3 (miri n) = — : ! 

x ' sen (B-^-C) 

_ tan | a sen £ (B c /3 C) cos £- (B co C) 
sen | (B-\-C) cos | (B+C) ’ 

uguagliati questi due valori di tan ~ (min n), e fatte 
le riduzioni si otterrà 

tan ' 5 a sen ' l(Bm C) = tan' ì (bm c ) sen' \ ( B -\ • C) 
e dualmente dopo estratta la radice 

tan - a— tan c ) sen I ( /] + c ) 
sen l(B in C) 

i5a. 4° Caso. Dato un lato ed i due angoli adja- 
centi si può cercare uno dei lati opposti agli angoli 
conosciuti, oppure il terzo angolo. 

Si cerclii uno dei lati. Il sistema 5° darà 


tan b — 
tan c = 
t an a — 


sen a 


sen C cot B -f- cos C cos a 
seti b 

seti A cot C + cos A cos b 
sen c 

sen B cot A + COS B COS C 
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i53. Si rovescino le formole precedenti : la prima 
seti C cot B + cos C cos a 


darà ... cot b = 


cos a / 
sen a ^ 


sen a 

cot B sen C\ 

cos C + 

cos a ' 


. „ . cot B . ^ 

si facci = tan x, e si avra 

cos a 


cot b = ( cos C + tan x sen C) 


= cot a ( 


cos a 
sen a 

cos C cos a: + sen C sen 
cos x 


f )= 


cot a cos (c — ar) 


cot 7? 


onde cercando prima tan x = , si avrà subito 

r cos a 


tan b — ' - n — ... Questa è la soluzione astro- 

cos (C — x) 

nomica. 

i54- Colla regola de’ seni si può ora trovare l’altro 

, sen C sen b 

lato perche sen c — — . 

1 sen B 

i55. Colla regola stessa si può trovare il terzo 

sen B sen a sen C sen a 
angolo, perche ... sen A = ; — = 

° 1 sen b sen c 

i5G. A causa de’ due triangoli rettangoli formati 
dalia perpendicolare abbassata sul lato conosciuto , 
§ 109 n.° 3, si ha sen ni tan B = sen n tan C, e 

. sen m -j- sen n tan B -f- tan C 

quindi al solito ... — t; — 

A sen m co sen n tan B co tan C 

tan | (m -|- n) sen ( B -f- C) 

tan 5 (m co n) s e u (■# co C)’ 
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. . ,, . lan s a sen (B tn C) 

e quindi ... tati 5 (m c/3 n) = : ^ , da 

^ v ' sen (A-f C) ’ 

questa si hanno li due segmenti del lato dato, perche 
sarà 


il segmento maggiore = 3 « + i (min n) 

il segmento minore ~ % a — ~ (mtnrì) 

Avuto riguardo al segno di sen (B-\-C) ì e sovvenen- 
dosi § 109 n.° 3 , che il maggior segmento è dal canto 
del minore angolo, e il minor segmento dal canto del 
maggiore angolo, si avrà il lato cercato, for“. 1 1 *. 

cot c = col ni cos B ... cot b = cot n cos C 

157. Se si volessero espressi nei dati del triangolo 
li due segmenti, uguagliando li due valori di cot b 
e di cot c dei § 1 49 e i 53 si troverà 


cot m = 


tan B cot C + cos a 
sen a 


e 


cot n = 


tan C cot B + cos a 


seii a 


i 58 . Ma col metrdo di Nepero si possono trovare 
ad un tempo li dire lati ignoti. E questa soluzione 
è preferibile per la brevità e per futilità. 

Al § i5i si è dimostrato che 

, tan 3 (b ’jì c) sen^ 

tati 3 a — , , ,, 

sen i (B m C) 

c quindi coi dati che abbiamo si ottiene 

, . tan | a sen f (B in C) , ,, 

V ' sen i {B-j-C) V 

Ma dal § i 38 si ha pure 
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tari 3 (b yj c) = 


tan I (i-j-t) ,an (5 t; C) 
un * (B+C) 


, paragonali 


questi due valori , e riflettendo che — = C os , si 

tan ’ 

ottiene 


tan 5 {b+c) — 


tan f a cos i C ) 

cos | (Ji+C) 


= tan IP 


Sarà quindi il lato maggiore = l P -f. * Q: e il mi- 
nore = I P — I Q. 

i5q. Quando fossero dati due lati e li due angoli 
opposti, e si cercasse il terzo lato le precedenti for- 
inole somministrano § i5i. 


tan 5 a 


tan | (b co c) sen | 
sen i (B co C) 


lan | (£-|-c) cos | ( 

cos 5 {£ co 6 ) 

160. Si calcola ancora il terzo angolo con una 
delle Neperiane § 149 

sen ' (&co c) cot | ( Bji C) 
sen i (b+c) 

COS ; (J> CO c) COt | (B-\ -C) 
cos l (i-j-c) 


tan % A — 


16 1. Dati, come sopra un lato ed i due angoli 
adiacenti si cerca l'angolo opposto al lato dato., che 
è il terzo angolo. 11 sistema 6° darà 

cos A — cos a sen B sen C — cos B cos C 

cos B = cos b sen A sen C — cos A cos C 

cos C — cos c sen A sen B — cos A cos B 
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162. Se si facesse cos a sen B seti C = sen x, e 
cos C cos B = sen y, essendo x,y, due archi inde- 
terminati, sarà 

cos A — sen x — seny = 2 sen 3 {pc—y)cos l (x+y) 

1 63 . Se si facesse però cos a sen B sen C — tan x' 
e cos B cos C = tan y' sarà 

cos A = tan x' — tan y' = Gon. 181 

cos ar cos y 

Queste due trasformazioni della forinola analitica fanno 
evitare l'uso dei logaritmi dei numeri naturali. 

164. Si divida la formula analitica per cos C ed 
cos A 

avremo — ^ = cos a sen B tan C — cos B — 


cos x sen B — sen x cos B 


sen x 


col x sen B — cos B — 

sen (n — x) cos C sen (B — x) 

— — — ; onde cos A = — dove si 

sen x sea x ' 

fa cot x — ! cos a tan C. Si vede che l’angolo ausi- 
liario x e alla sommità di quello dei due triangoli 
rettangoli formali dalla perpendicolare, nel quale a è 
l’ipotenusa, e C l’angolo alla base. Questo è il me- 
todo astronomico. 

*65 1 — 2 sen 1 ~ A — 

senB sen C — isen* l a senB sen C — cos B cos C~ 
— cos (j 5 + C ) — zsen' \ a sen B sen C == 

2 cos' ( B -\ - C ) -f- 1 — 2 sen 1 3 a sen B sen C; onde 
seri' 3 A = cos ’ 5 (B -f- C) -|- sen' a sen B sen C 
. I / -D I s>\ f . Sen> ì e senB sen C\ 
V 1 cos’ t (B-+-C) / 
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166 sen ' £ A — cos ' £ ( B+C ) + 

jen’ i a coi (5 — C) — 3 cos {B + C)) = 


cos * £ (J5-f C) + se/» 1 £ a cos 1 1 (2? — C) — £ se» 1 3 « 
— .yen 1 3 a coi 1 3 (i? + £) + ì sen' \ a — 
sen ' 3 a cos ' £ {B — C ) + cos 1 3 a cos 1 3 {B+C) 
e finalmente ... sen 3 A 


_ ./ cot’ 3 a cos’ | (B+C)\ 

— sere 3 cos 5 (5 C) \/( 1 + 8en « > (B—C) ' 

167 2 cos' \A — 1 = — cos {B+ C ) 

— 2 sen ' 3 a sen B sen C 


onde ... 2 cos' 3 A — 

x — 1 + 2 sen' 3 — 2 sen' la sen B sen C\ 

cos 1 ' % A = sen 1 3 {B+ C) — sen ' ~a sen B sen C 


= sen ' 3 ( B+C) (1 — 


sen’ 5 a sen B sen C 
sen’ 3 [B+C) 


) 


168 cos 1 3 A = sen' £ {B+ C) — 

sen' i a (I cos {B — C) — £ cos {B + C )) = 
sen' £ {B+ C) — £ sen' 3 a + sen ' 1 a sen ' £ {B—C) 
+ 3 sen ' \ a — sen ' £ a sen ' £ {B+C) = 
sen' £ a sen' £ {B — C) + cos 1 £ a sen' £ {B+C) 
e finalmente ... cos *A 

= sen 3 a sen {B — C) H — 


B—C) ' 
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169. Dividendo la 166* per la 168' 
iati - A=cot ì (B — C )^ ! 


r con l a cos* s (/?+Ch 
• ' cos' | (TÌ—-C) ' 


1 + 


con i a sen’ i (//q~C) 
sem | (5—6') 


E perciò adoperando il solito gioco delle tangenti, 
si lacci 


cot | a cos - (Z?-f-C) 

1 / n | ' tClTl X I 

COS J (#+C) ’ 

cot | a sen I ( fi- J- C ) 

sen | (e — Q t an 

. . cos v 

1 70. 5 ° Caso. Dati due lati , e «« angolo opposto 
ad uno di essi , si può cercare i° l'angolo opposto 
all altro ; 2 0 l’angolo che essi contengono ; 3° *7 terzo 
lato. 

171. Si cerchi l'angolo opposto all'altro lato. Il 
sistema 4° darà. 


Jen A — 
sen B — 


sen Ti sen a 
sen b 

sen C sen b 
sen c 


sen C sen a. 
sen c 

sen A sen b 
sen a 


172. Non vi è altra soluzione, e la natura del 
seno fa che questa stessa sia dubbia, non sapendosi 
se 1 angolo cercalo sia A ì o 180 0 — > A. Perciò que- 
sto, e il seguente caso sono dubbj di loro natura; 
ma nel maggior numero degl’incontri il dubbio sarà 
tolto facendo attenzione a quanto abbiamo dimostrato 
nel § 5 2 che il maggior lato è opposto al maggior 
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angolo, e il minore al minore. E al § 1 49 che la se- 
misomma di due lati, e la semisomitfa degli angoli 
opposti sono della stessa specie. 

in?>. Da questi teoremi ne seguono questi altri tre: 
1° Se la somma dei lati dati è minore di i8o° 
sarà acuto l’angolo opjiosto al lato minore. 

3° Se la delta somma è maggiore di i8o° sarà 
ottuso l’angolo opposto al lato maggiore. 

3 ° Se somma è uguale a i 8 o° sarà pure i8o° la 
somma degli angoli opposti. 

iy 4 - Cogli stessi dati trovare V angolo contenuto 
fra i lati dati. 11 sistema 5 ° darà 

cot c seti b = cos A cos b + sen A cot C 

cot a sen c = cos B cos c -f- sen B c °t A 

cot b sen c = cos B cos a + sen C cot B 

175. Si ha qui il seno e il coseno dell’angolo con- 

tenuto che si cerca; si faccia 


cot c sen b == cos b ( 
col C sen A 


cot C sen A 


-|- cos A 


) 


cot c tan b=- 


cos b 


cos b 

\-cos A—tanx sen A-\-cos A 


sen x sen A cos x eos A 
cos x 


cos (// — x) cos (a: — A) 

cos x cos x 


_ cot C 

Fatto .... tan x = ; saia 

cos b 

cos (A — x) = cos x X tan b cot c = cos (x — A) 
Perciò A = x -f ( A — x)-, oppure A — x — ( x — A) 

Si vede che non si sa se debba adottarsi x — A o 
/f — x ; solamente si deduce dalla formula che il 
valor che si trova deve essere positivo. 
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176. Dati, come sopra, due lati e V angolo op- 
posto ad uno di essi trovare il terzo lato. Dal si- 
stema 3 ° si ha 


cos a — cos A sen b sen c + cos b cos c 
cos b — cos B sen a seti c + cos a cos c 
cos c = cos C sen a sen b -f- cos a cos b 

Siamo nelle stesse circostanze del caso precedente, 
perche l'incognita è espressa pel suo seno, e pel suo 
coseno: si divida la prima e<juazione per cos c e si 

, cos a 

avra ... = cos A sen b tan c 4 - cos b — 

cos c 1 


tan x sen b -f- cos b ~ 


sen se sen cos X cos b 

COS X 


cos (b-~x ) cos (x — b ) 

COS X COS X 

F atto dunque cos A tan c = tan x; si ha cos (x — b) 

.. . cos a cos x 

O COS (b — .r) = ; 

' ' Cose * 


Onde b x -j- (b — x ) = x — (x — è). Sarà x la 
hase del triangolo rettangolo nel quale A è l’angolo 
alla hase , c c 1 ' ipotenusa. Si vedono in questo gli 
stessi dubbj del problema precedente. 

177. ( 5 ° Caso. Dati due angoli ed un lato opposto 
ad uno di essi si può cercare; i° il lato opposto al- 
l altro degli angoli dati; 2 0 il lato su cui giacciono-, 
3 ° il terzo angolo. 

Si trova il lato opposto all'altro angolo dato colla 
regola dei seni 

sen A sen h sen A sen c 

sen a = — 

Sl“ll li sen C 


1 7 
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sen C 


St'H A 


Si vede bene che siamo negli stessi dubbj del 5 ° 
caso. Per togliere in molti casi il dubbio giovano 
(ma quasi sempre dopo eseguiti i calcoli) i teoremi 
colà stabiliti. 

1-78. Cogli stessi dati si cerchi il lato compreso 
tra gli angoli conosciuti. Il sistema 5 ° ci ha dato 
al num.° i° 

sen A cot C — coi c sen b — cos A cos b 
e dividendo per cos A 

cot CS 611 h 

tan A cot C= cos b=cot x sen b — cos b 

cos A 

cos x sen b — sen x cos b sen (b — x) 

= = -, onde fatto 

sen x sen x 

cot c . . , 

= cot x. 0 pure cos A tan c = tan x si avra 

cos A 

sen (b — x) = sen x tan A cot C. Non si può prima 
del calcolo giungere ad assegnare la specie di b — x 
come è chiaro. 

179. Coi medesimi dati, cioè con due angoli ed 
il lato apposto ad uno di essi, si cerchi il terzo an- 
golo. Dal sistema fi 0 si ebbe 

cos A = cos a sen B sen C — cos B cos C 

e dividendo per cos B viene al solito — - — = 

1 cos lì 

cos a tan B sen C — cos C — cot x sen C — cos C 

cos x sen C — sen x cos C sen ( C — x) . , 

= = Perciò 

sen x sen x 
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cot x = cos a tati B sen (C — x) — 


i 3 t 

sen x ons A 
cos b 


onde qui si vede ancora che non si sa se C — x sia 
angolo acuto o ottuso. 

180. Si è veduto che nelle soluzioni trigonometri- 
che resta sempre dubbia, a meno che le circostanze 
non tolgano l'ambiguità, la specie dell’incognita ogni 
qualvolta essa si calcola per mezzo del seno, o quan- 
do essa trovasi espressa dal suo seno, e dal suo co- 
seno insieme. Nel primo caso non si sa la specie perchè 
sen x =3 Sen (t 8 o — .r); nel secondo l’incognita si di- 
vide sempre in due segmenti, la cui differenza non 
si sa se sia M — iV, o pure N — M. 

Non vi sono in tal caso che i seguenti tre teoremi 
per togliere l’ambiguità in certe circostanze. i° Che 
l’angolo maggiore è sempre opposto al lato maggiore. 
a 0 Ghe la somma di due segmenti deve essere sempre 
minore di i 8 o°. 3 ° Che gli angoli e i lati devono 
essere necessariamente positivi, e quali sono dati dalle 
formule che l’esprimono. 

Considerazioni su la composizione delle formole 
che servono alla risoluzione de ’ triangoli. 

181. Le formole trigonometriche che servono nella 
p.atica sono generalmente costruite in modo che fanno 
trovare uu’elemeulo incognito del triangolo per mezzo 
di tre altri conosciuti. L’equazione primitiva da cui 
derivano li sistemi generali non rappresenta che il 
rapporto di due elementi identico a quello di duo 
altri. Che se qualche volta s’introduce uu quinto ele- 
mento, non è mai isolato, ma trovasi unito per somma 
o per differenza col suo simile, ed obbliga alla stessa 
unione altri due clementi simili: di modo che l’equa- 
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zionc ritorna sempre a rappresentare il rapporto di 
due quantità identico a quello di due altre. Tali sono 
le formolo di Nepero. Ma giova in molti incontri 
conoscere la relazione che passa tra cinque, e anche 
tra tutte le sci parti del triangolo. 

181. Sciogliendo le cotangenti del sistema 5 °, ed 
ordinando avremo 

sen c sen A cos C 

— = sen b cos c — cos b sen c cos A 

sen C 


sen a sen E cos A 
sen A 

sen b sen C cos B 
sen B 


= seri c cos a — cos c sen a cos B 
= sen a cos b — cos a sen b cos C • 


182. Sostituendo nelli primi membri li valori di 
sen a , sen b , sen c, somministrati da 11’ equazioni del 
sist. 4° si convertiranno nelle seguenti 

1 ' sen a cos C = sen b cos c — cos b sen c cos A 

2* seri b cos A = sen c cos a — cos c sen a cos B 

3 * sen c cos B = sen a cos b — cos a sen b cos C 


Queste equazioni mostrano le relazioni tra cinque 
elementi del triangolo. 

i 83 . Nella equazione n°. i° si sostituisca 

sen c sen B . . 

seri 0 = — — nel primo termine del secondo 


membro, e si moltiplichi il secondo per ^ es:n 


diverrà ...... 


sen C 

sen c sen A cos C sen c sen B cos c 


sen C 


cos b sen c cos A sen C 
sen C 


sen C 
sen c 


, la quale divisa per daià 
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sen A cos C = sm B cos c — cos b cos A sen C , 
d’onde le tre equazioni 

i * sen B cos c = sen A cos C + cos 4 sen C cos b 

a a sen C cos a = sen B cos A 4* cos B sen A cos c 

3 a sen A cos b = sen C cos B + cos C sen B cos a 


Anche queste equazioni mostrano la relazione tra cin- 
que elementi del triangolo : si troverebbero egual- 
mente portando quelle del § precedente nel triangolo 
supplementario, come si può verificare colli § 53 670 , 
c facendo attenzione ai setrni. 

1 84- Ora le forinole trigonometriche, come gene- 
ralmente tutte le altre formolo matematiche, non rap- 
presentano che li rapporti generali semplici o com- 
posti delle diverse parti del triangolo. Si conservino 
costanti questi rapporti, e le formole si possono va- 
riare da un’elemento all’altro. Così, per esempio, la 


- sen yi sen h 

for. sen a = dice che il seno di un lato 

sen £ 


è uguale al seno dell angolo opposto moltiplicato per 
il seno di un'aitro lato diviso dal seno dell! angolo 
che gli è opposto. Perciò, si conservi il seno dell’an- 
golo opposto, e si moltiplichi per il seno del terzo 
lato diviso per il seno del suo angolo opposto; e sarà 


anche sen a — — due espressioni , il 


fattore del seno dell’angolo opposto all’angolo cercato 
resta sempre il seno di un lato diviso pel seno del 
suo corrispondente angolo opposto : sebbene nella pri- 
ma questo fattore trovisi ordinato rispetto al lato b, 
c nell’altra rispetto al lato c. 
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iS 5. Serva a ciò di dimostrazione un’altro esem- 

. sen a sen B 

pio. Al § oo in cambio di sen A = • ; — , si 

r J sen b ’ 

. . . sen a sen C . . 

poteva sostituire sen A = — , ne sarebbe 

x sen c 

uscito 


col A = 


cos a — cos b cos c 
sen b sen c 


Y —— 

A sena 


sen c 


seni 


cos a — cos b cos c 
sen a sen b sen C 


. - . cos a — cos b cos c 

o sia .... sen C cot A = -, . Si noti, 

sen a sen b 

che il numeratore è sempre formato dal coseno del 
lato opposto all’angolo cercato meno il prodotto dei 
coseni degli altri due lati ; ma il denominatore è il 
prodotto del seno dello stesso lato opposto all’angolo 
cercato per il seno di uno degli altri due lati, e per 
il seno dell’angolo opposto al terzo lato. Onde il va- 
lere di cot A risulta egualmente giusto, perchè si sono 
conservati i rapporti. E proseguendo il processo del 
§ stesso, al coseno del iato, il cui angolo opposto tro- 
vasi al denominatore, si sostituisca il suo valore, qui 

cos c — cos b cos a + sen b sen a cos C si avrà 


sen C cot A = 


cos a — cos* b cos a — cos b sen b sen a cos C 
sen a sen b 


cos a sen* b — cos b sen b sen a cos C 
sen a sen b 


= cot a sen b — cos b Cos C 


dalla quale si avrà il valore di 

cot a sen b — cos b cos C 


COt A = 


sen C 


t 
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cot a sen c — cos c cos Ji 


se» B 

si vede , che sempre la cotangente di un' angolo è 
uguale ad un rapporto, il cui numeratore è formato 
dalla cotangente del lato ad esso opposto moltipli- 
cata per il seno di un lato\ meno il coseno di que- 
sto stesso lato moltiplicato per il coseno deir an- 
golo ad esso adjacente , e il denominatore ne è il 
seno dell'angolo stesso il cui coseno è nel numera- 
tore. 

1 86. Onde il sist. 5 ° darà altre tre formole quando 
la cotangente del lato opposto all* angolo cercato si 
metta in rapporto col seno del terzo lato in vece del 
secondo. Esse saranno; vedi § 68. 

i* cós B cos a = cot c sen a — sen B cot C 

2* cos C cos b = cot a sen b — sen C cot A 

3 * cos A cos c s= cot b sen c — sen A cot B 

Queste considerazioni moltiplicano il numero delle for- 

mole, e rendono piu facile e più adattabile ai diversi 
casi la maniera di servirsene. Per esercizio faccia- 
mone le. seguenti applicazioni. 

187. L’equazione 1* del § 182 ordinata rapporto 
ai due angoli A e C ha dato 

sen a cos C = sen b cos c — cos b sen c cos A 
ma ordinata rapporto ai due angoli A e B darà 
sen a cos B = sen c cos b — cos c sen b cos A 

188. Si sommino e si sottraggano. La somma darà 
sen a ( cos B -f- cos C ) = seti b cos c + cos b sen c — 

cos A ( sen b cos c + cos b sen c) 
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a sen a cos \ (B- f- C) cos j ( B — C) = sen ( b+c ) — 
cos A sen (b±c) — sen ( b -|- c,) — sen (6 + 4 ~ 

3 seri’ A sentb+c)', c dividendo per 2 
.yen a cos i (/?-+• C)co£ ì(2? — C)=j'e« 1 i^jen(i+c) 
189 La sottrazione darà 

sen a (cos C — cos B)=sen (b — c) + sen (P — c ) cos A 
c collo stesso processo 

sen a sen j (B-\~ C)sen 5 (B — C)=coj’ \A sen(b — c) 

190. Dividendo la seconda per la prima 

SGll (b — — cì 

tan i (B+C) tan \ (B—C) — coV j A - 
ossia ... fan’ 5 A tan j fan * (B—C) = 

sen I (A — c) cos 5 (A — c) 
sen | (A-j-c) cos \ (A-j-c) 

191. L’equazione 3 “ del § i 83 , clic è ordinata 
rapporto ai due lati b , a, fu trovata 

$en A cos b = sen C cos B + cos C sen B cos a 
Ma ordinata rapporto ai lati è, c, diverrà 
sen A cos c — sen C cos B + cos B sen C cos a 
19 1. Sommandole e trasmutandole come al § 188 
daranno 

sen A (cos c-\- cos b)—sen(B-\- C)-{-sen(B-\-C) cos a 
sen A cos 1 (b -f c) cos j ( b — c) = sen (B+ C) cor* ì a 

193. E sottraendolo, con fare le operazioni ana- 
loghe, si ottiene 

sen A ( cos c — cos b ) = sen (B — C) — $en( B— C ) cos a 
sen A sen 3 ( b — c) sen i (&+c) = sen(B — C) seti' 3 a 
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194- Dividendo le seconde § ig3 per 193. 


tan j (b+c) tan l (b — c) — 


tan» | a sen (ì?—C) 
sen (K-{-C) 


,3 7 


coV 1 a tan i ( b+c ) tan ± ( b—c ) = — = 

sen (iJ-j-Cj 

sen I ( 5 — C) cos | ( 5 — C) 
sen i (ff_j -C) cos | (tf-f-C)’ 

ig5. Moltiplicando questa formola per quella del 
§ 190 se ne trova una che mostra simultaneamente 
il rapporto delli sei elemcuti del triangolo. Difatti 

tan» = A tan j (B-\-C) tan j (B—C) sen | (B—C) cos j (B—C) 
sen i (B+C) cos i (B+C) 

c °t’ i a tan 5 (A-{-c) tan f (b — c) sen § (b — c) cos j (L — c) 

sen j (A-J-c) cos 5 (i-f-c) 

g^Q 

sciolte le tan in — . e fatte le riduzioni risulta 

cos 


sen» | (b— c) cot» fa sen» { {B—C) tan» i A 

cos» f (A-fc) cos» 5 (i?-J~C) 

ed estratte le radici 


sen 1 (A — c) cot I a sen 3 (B—C) tan \A 

cos | (A-f c) cos 1 (B+C) 

equazione feconda di utili applicazioni. 

196. Si ha ... sen b ’ sen c “ sen B : sen C 


sen b -j- sen c 
sen b — sen c 
tan } (A-fc) 
tan | (b — c) 
tan ; (B-^-C) 
tan J (B—C) 


sen B sen C 

sen B — sen C 

sen | (A-f-c) cos | (b — c) 

sen \ (b — c ) cos f (A-f-c) 

sen ì (BJf-C) cos § (B — C) 

sen 3 (B — C) cos 3 (B-\-C) i'J 
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Dal § 190 si deduce 

# n - . ie "ì(^+ C) 8 en ì(-g— O 

tan 3 {B + C) tan . (B C)— ^ cos , 

cot 1 \ A sen f (b — c) cos 3 (b — c) 
sen * (i-j-c) cos | (6-|-c) 

Moltiplicando quest’equazione per la prima 

sen’ ; (B+C) sen * ( B — C) cos § (B — C) 
cos 1 | (B+C) sen | [li — C ) cos | (B — C) 
cot* 5 A cos 1 | ( ’b — c) sen | (£-j-c) sen \ (b — c) 
cos 1 | (i-(-c) sen | (à-j-c) sen £ (b — c) 

cot 1 1 ^ COS 1 I (b — c) 

e perciò tan' S (. B+C ) = — , ( ^ c) , da 

cui estratta la radice si ha la prima formola di Nepero 
tan ± (B+C) = . \ — 

197. Se per questa si divida l’equazione del § 190, 
fatte le riduzioni, si ha la seconda formola di Nepero. 

» / 7) cot | ^ sen 1 (b—c) 

tan 3 (B — C) = — . 

' / sen * t) 

198. La stessa prima equazione del § 196 mol- 
tiplicata per l’altra del § 194 darà 

. . cos 1 \(B — C)sen|(fi-f-C)senj[(j 5 — C) 

- * cos 1 £ ( B+ C) sen £ (B+ C) sen | (B— C) 

fatte le riduzioni ed estratte le radici si ha la terza 
analogia di Nepero 

, « ,/ 1 \ tan 3 a cos £ (/? — C) 

tan 3 (b+c) = — — —— — - 

* ' ' cos £ (B+C) 
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199. Si divida l’equazione del § 194 per questa, 
onde ottenere la quarta di Nepero 

tan i (b — c) = — - i-i 

V ' sen * {B+C) 

Le formole di Nepero rendono per la loro brevità 
ed eleganza dei grandi servigj agli astronomi calco- 
latori. Vi sono molte altre strade, anche più brevi 
per dimostrarle. 

200. La forinola del § i 3 ^ si scriva così 

sen' 5 a=serr \{b-\-c)sen' 3 A (1 + S - C “ — c ) c °s % /i\ 

V ' sen 5 i(A+c)sen* \A' 

vi si sostituisca il valore di tan ' ^ {B — C) preso dal 
§ 197 si avrà 

sen 1 4 a— sen 1 1 (b+c) sen 1 ± A (1 -f tan » - {B—C)) 
Ma Gon. 3 o. .». 1 -(- tan' = — perciò 

end 1 


sen ' 3 a 


sen 3 a = 


sen’ i (A-)-e) sen’ | A 
cos’ | ( p — C) 
sen £ A sen | (A-f-c) 


ed estratta la radice 


cos ' {B—C) 


prima forinola di 


Gauss. 


201. Scrivendola però nel modo seguente 

1 \ . À f sen’|(&-l-c')seii’ ì y4\ 

sen ' 3 a— sen' | (b—c)cos'?J ( 1 -1 -. 1 — ) 

V ' \ ^ sen 1 j[ [b — c) cos» 

sostituendo cot'±{B — C), dedotto dal § 197 

sen' 3 a = sen ' 3 {b—c) cos' I A ( 1 + cot‘ ~ {B—C)) 
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seri i a — 


sen* » (fi — c) cos’ * A 
sen» J {B — C) 
cos f A sen s (fi — c) 


, onde 


. „ : terza forinola di Gauss, 

sen | (/?_ C) ’ 

202. La formola del § 1 38 si può mettere sotto 
quest’aUro aspetto 

. .... . . . / , cos* i (fi — c) cos' jj A\ 

cos' ì a=cos' Ub+c)sen'. % A ( t 4 .yr-r-r 7 ~ì) 

* * ' ' ' \ cos* j(fi-J-c) sen* i A' 

. col i A cos | (fi — c) , , -, 

ma per il § ,96; co , K ^ ) — = “» » <.B+C) 

sostituendo si avrà 

cos * 5 a— cos' ì (ò+O sen' j A (r + tan ' ì ( 2 ?+ C)) 

ma i + tan ' = — , si avrà, dopo estratta la radice, 
cos» * 

cos id = --- * A ^ seconda formola di Gauss, 
cos s (2f-j-C) 

203. La stessa formola si metta come siegue 

.. „ . / cos* l(fi4-c) sena ìyA 

* ì a = cos' i (b —c) cos ' i A (i + co ^i^— c ) cos'ha) 

J ^ cos I (fi — c) 


COi 


ma per 
sarà perciò 

cos ' j a =s coi 1 ì (A — c)coj’ ì (i + cor ì ( 5 + C)) 

c Gom. 26, estraendo la radice 

cos la = C0S C '’ r l uartaformoladiGauss - 
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Queste quattro belle formole di Gauss in molte oc- 
casioni si sostituiscono con vantaggio alle quattro di 
Nepero. 

2 o 4 - Seguendo i precetti del § 184 e seguenti si 
potranno variare agli altri elementi del triangolo tutte 
queste formule. Per esempio la precedente si può cam- 
biare nei seguenti modi 


cos i a = 
cos ; ì = 


cos j A cos l ( b — c) 


sen | (B+C) 
cos | B cos | (a — Q 
sen 3 (A-\-C) 


COS 3 c 


cos | C cos | (ri lì) 

sen \ (A-\-B) 


nelle quali sempre il coseno della metà di un lato 
diviso per il coseno della metà dell’angolo opposto ò 
uguale al coseno della semidifferenza degli altri due 
lati diviso pel seno della semisomma degli angoli 
a questi opposti. Bisogna farsi un’ abitudine di ri- 
guardare tutte le formole non nella semplice maniera 
con cui si scrivono, ma sotto la forma generale dei 
rapporti che le costituiscono. 


Del triangolo sferico isoscele. 

ao 5 . Per ottenere le formole adattate alla risolu- 
zione dei triangoli sferici isosceli non si ha che sup- 
porre h — c, e B = C, nelle formole generali. Ma 
si arriva più presto abbassando dall’ angolo verti- 
cale A (fg- ^ 1 ) una perpendicolare sulla base a, la 
quale dividerà il triangolo in due triangoli rettangoli 
uguali , con Un lato comune ; e ciascuno de’ quali , 
adattandovi le soluzioni dei triangoli sferici rettangoli, 
risolverà il triangolo. 
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Si chiami a la base BC del triangolo isoscele 
JBC (fig. ai), sia A F angolo verticale. Sì chiamino, 
B r angolo sulla base , il quale è sempre uguale a C: 
come pure c il lato il cui uguale è b: e p la per- 
pendicolare AD. Si troveranno facilmente le seguenti 
semplici analogie. 

sen 3 a = sen 3 A sen c = sen B seti c = cot B taxi p 

cos 1 A cos c 
cos s a = — = 

sen B cos p 

tarila — cos 3 A tari c=cosBlan c —tan'^A sen p 

sen 3 a sen 3 a sen p sen p 

sen C sen 5 j sen Ji sen £ A seu B 

cos c = cot 3 A cot B — cos ; a cos p 

tan i a tan 3 0 tan p 

tan c cos | ^ cos jj C05 s j 

sen p =cot^Atan'^a=senìAsenc=senBsenc 
cos B cos c 
cos p sen i J cos 3 a 

tan p = sen 3 a tan B — cos i A tan c 

sen - a cos B sen p 

sen ~A = — — = = 

seu c cos p sen c 

cos \A = cos 3 a sen B—ian 3 a col c—cot c tan p 

cot B tan i a 

tan i A = == * 

cos c seu p 


sen B = 


cos 3 A 


cos 3 a sen c sen c 

cos B — tan 3 a cot c = sen l A cos p 
cot a A tan p 

lan B = = — ; — 

cos c seu 3 a 
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se a queste forinole si adattino li precetti del § 94 
e seg. molte altre se ne otterranno che potranno al- 
l’uopo adoperarsi. 

Ricerche relative alla somma dei lati o degli angoli. 


306. Dati tre lati di un triangolo sferico 'trovare 
la somma dei suoi angoli. 

Si chiami s la semisomma dei lati, S la semisom- 
ma degli angoli, o sia si facci 

2 ì 2 

cos S = cos ~ (A-\- Z?-f- C )= cos ^3 (A-\- J 5 ) -{- 1 C ^ 

= cos ì {A-j- B) cos ; C — sen 5 {A -f- B) sen 1 C 
= cos 5 A cos 5 B cos 3 C — sen ì A sen 3 B cos 3 C 
— sen I A cos 5 B sen i C — cos j A sen 3 B sen 3 C 

_ . ,/sen (t — li) sen fs — e)\ 

Per il § 116 sen 3 A = ; - ). ne 

T V. seu b sen c ' 

siegue che 1’ espressione degli altri due angoli sarà 

. / sea ( 5 — c ) sen (*— ' a)\ 

sen 3 B = \/( — ), e 

' >■ seri c sen a ' ' 

. /ì ,/sen (s — a) sen (s — £)\ 

sen I C — VI — 7 -) 

T ^ sen a sen b ' 

E per il § 1 1 7 si hanno ancora 

. ./sen s sen (s — aj\ 

“* * A = v(— r^rh 

cos ì S = v C” ‘ " ( -»> ) 
y ^ sen a sene / 

- ./sen s sen (s — c)\ 

cos i C — V(— ; —T 1 ) 

\ sen a sen b * 
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Introdotti questi valori nell equazione primitiva , e 
moltiplicati, danno 

/sen 3 s sen (s — a) sen (s — b) sen (s — c)\I 

COS ò = l : ) 

\ sen’ a sen 1 b sen’ c ' 

( sen s sen 3 (s — a) sen (s — b ) sen (s — c)\l 

sen’ a sen’ b sen’ c ' 

( sen s sen (s — a) sen 3 (s — b) sen (s — c)\i 
sen’ a sen’ b sen’ c • ^ 

( sen s sen (s — o) sen ( s — b) sen 3 (s — c)\j 
sen’ a sen’ b sen’ c ' 

= / Vsen * sen (s-a) sen (s-b) sen (s-c) \ ^ 

\ sen a sen b sen c ' 1 

per ^sen s — sen (s — a) — sen (s — b) — sen (s — c)^ 

Ma nel secondo fattore ( Gon . 122) 
sen s — sen (s — a) = isen i a cos {s — j a) = 
/ d b c a\ f ci— \ 

a serij a cos ^ J = 2sen ? a cos \—)y 

e .... sen (s — b) + sen (•? — c) = 

2 sen (s — j ( 6 +c)) cos ?(bt/ìc) = 


2 sen 


cos 


/o4-A4-c /t . \ 

ì(6v5c) = 


2 *<?« 5 rt COJ 5 (6 V2 c). Si avrà dunque 

\J sen s sen (s — a) sen (s — b) sen (s — c) y 
sen a sen £ sen c ' ’ 


2 


ì a [cos {(bwc) — cos j (£+^)) 
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— 4 sen 3 a sen 3 b sen Jc ^ 


seti a sen b sen c 

tiplicato per \J sen s sen (s — a) sen (s — b) sen (s — c) 

quivi sciolti sen a , sen b , sen c in a sen i cos e 
fatte le riduzioni si otterrà 

cos S = cos 3 ( A -f- B -|- C) = 

— \/sen s sen (s — a) sen (s — b) sen (s — c) 

2 cos 3 a cos | b cos f c 

.207. Dati li tre angoli si cerca la periferia del 
triangolo , cioè la somma dei lati. 

Si trasporti nel triangolo polare la forinola prece- 
dente, e si avrà § 53 

cos s {A+B-^r C) = cos 3 (1 80 — {a + b + c)) = 

co* (90 — )=sen ( — ) = sen s, 

e così pure 

, / l8o—// — — C\ 

sen i{a+b + c)=:sen s==sen-ì ^ ) — 

sen (90 - ( é±2±n) = co , 1 (A+B+ C)=cos S , 

lo stesso si facci degli altri fattori, e però 

sen L s = sen l (a+b + c) = 

\J — co s S cos (S — A) cos (S — B) cos (S — C) 

2 sen * A sen | B sen ? C 

208. Dati li tre lati trovare là perpendicolare su 
di uno di essi. ^ 

Si chiami p la perpendicolare abbassata dall’ an- 
golo A sul lato a\ //, p' le altre su b , c su c. 
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Dalli § i iG e 1 1 7 si ebbe per l'angolo adjacenle 
al lato su cui cade la perpendicolare sen ; B = 


vC 


(s—aX *— «)\ „ . t> ,^ens sen (s—b) 

K e • COS 2 Jj = \ f 


seti a seu c 


sen a seu c 


) 


onde a sen i B cos ; B — sen B — 




^eri s sen (.? — ri) sen (s— b) sen (s — c) 


seu a a seu* c 


) 


ma sen p = sen c sen B, qui sostituito il valore tro- 
vato di senB , e ridotta l’equazione, si troverà 

2 \/ sen s sen (s — a) sen (s — 1 >) sen (s — c) 

sen p — 

' sen a 


il numeratore è costante per tutte le tre perpendico- 
lari del triangolo; il denominatore è sempre il seno 
* del lato su cui cade la perpendicolare. 

209. Dati ora li tre angoli trovare la perpendi- 
colare abbassata da uno di essi. 

Per mezzo del triangolo polare la forinola prece- 
dente risolverà il problema. Si può risolvere diretta- 
mente moltiplicando l’una per 1’ altra le formule de’ 
§ 122 e 128, onde avere sen c, il cui valore intro- 
dotto nella forinola sen p = sen B sen c, darà 

2 \/ — cos S cos (S — A) cos ( S — B) cos (S — C) 


nella quale il numeratore è costante per le tre per- 
pendicolari, e il denominatore è sempre il seno del- 
f angolo da cui la perpendicolare è stata abbassata. 

Questi due ultimi paragrafi potevano meglio tro- 
var luogo , il 208 dopo il 1 20 , e il 209 dopo il 
1 26. 
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Superficie del triangolo sferico. 


aio. Stabiliremo prima il seguente teorema. Se 
nel fuso AMBN (fig.22) sono A ed E i poli del- 
l’ arco MN , o sia se quest’ arco è comune misura 
degli angoli A ed ZT, è chiaro che la superficie del 
fuso sta alla superficie della sfera come l’arco MN 
=z A = E sta all’ intiera circonferenza del cerchio 
massimo. Chiamato r il raggio della sfera , e ir = 
3 ,i 4*6 + (Gon 290) sarà per la Geometria la su- 
perficie della sfera — K = 4*7"; onde la superficie 
del fuso AMENA , il cui angolo A è determinato 

. . , AAvr A*r c . 

e conosciuto, sara 9 = — = . be sia A 

36o° go 


1 8o° sarà evidentemente 9 = 2 irr’ = , K ; e se A 
= 90° sarà 9 = irr = \ K. 

21 1. Sia (fig. 28) il triangolo ABC formato dai 
cerchi massimi sulla superficie di una sfera; e se ne 
voglia misurare la superficie. 

Se ne prolunghi il lato BC in modo che compi- 
sca il circolo massimo , del quale è parte ; onde 
BCFEB rappresenta la metà della sfera. Si prolun- 
ghino pure gli altri due lati BA , CA sino alla loro 
riunione in D nell’altro emisfero. E chiaro che essendo 
tutti di 180 0 gli archi CB-\-BE, CA -f- AE, BC 
-f CF, BA -ì- AF, AC + CD, AB + BD si for- 
meranno dalla loro unione sulla superficie della sfe- 
ra li tre fusi ACDBA=t>, BCFAB=p CBEAC 
— 9", la cui grandezza è determinata dai tre angoli 
del triangolo ABC , ed in ciascuno dei quali è com- 
presa la superficie del triangolo medesimo. È chiaro 
ancora che la porzione BDC elei fuso determinato 
dell’ angolo A e uguale al triangolo AEF porzione 
del fuso opposto formato dai cerchj stessi , essendo 
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supplementi <i i8o del lato AB tanto AF (guanto 
1 )B, e del lato JC tanto AE quanto DC. 

E facendo la superficie del triangolo ABC — x, 
e q quella del resto del fuso 9 = ABC -f- AEF\ 
quella del resto del fuso 9' = m, e l’altra del resto 
del fuso <b"=n si avrà 


Superficie del fu- 
so dell’angolo 


A = BAC + EAF = x+ q= 9 
B = ABC + CFA=x+m= 

C = ACB BEA = x + n~$" 


Onde si ha ® + $*-}- 3 x 4 - q 4* m + n. Ma 

l’intiero emisfero ? K=x q + m 4- n somma dei 

quattro triangoli. Sarà quindi 94-9' +*“ — lK=ax', 
c j>erciò la superficie del triangolo ABC = x 

= i (? + $*4* f") — 4 F.. 


Esprimendo ora la superficie di ciascun fuso nel- 
l’angolo proprio che lo determina, § aio, si avrà 


x= ^ (A-\-B-\- C ) — irr’= '~^(A-{-B-\- C — 1 8o°) 

— _j_ J9 C — 180 0 ), perchè ( Gon . 391) 

r° ' 

t 

1 : r°: : 2# : 36 o°, onde — = - = seri i° 

' 1 HO 


a 12. Onde i° la superficie del triangolo sferico si 
ottiene sottraendo 1 8o° dalla somma dei tre angoli , 
e moltiplicando il residuo per il quadrato del rag- 
gio della sfera espresso in parti angolari. Bisogne- 
rà però rendere omogenea l’espressione degli angoli 
c del raggio. Sia ( A -J- B + C — 180) = //. Se 
la superficie si vuole in gradi in minuti o in se- 
condi si ridurrà // in gradi minuti o secondi, e s’im- 
piegherà r° , r* , F. Ma se la superficie si desidera 
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in piedi in pollici etc. vi si ridurrà //colla propor- 
zione r°, r', r" sta ad 11 ° , H' , //' come r in pie- 
di o pollici ad H in piedi o pollici. a° Le super- 
ficie di due triangoli sulla stessa sfera stanno in ra- 
gione degli eccessi della somma de’ loro tre angoli 
sopra i8o°. Se si fa r = i si avrà x espresso ih 
parti dell’unità; se x si esprime in miglia, in tese, 
in piedi , si otterrà x espresso in miglia in tese in 
piedi quadrati. 

Degli orchi di parallelo nei triangoli. 

ai 3. Frequente è il caso in Astronomia di un 
triangolo sferico , un lato del quale sia arco di pa- 
rallelo , e perciò arco di cerchio minore. Bisognerà 
prima di risolvere il triangolo ridurlo ad arco di 
cerchio massimo. 

Sia il triangolo ABC, fig. n5, in cui il lato BdC 
sia un arco di parallelo. Considerato nel suo fuso 
conterrà esso lo stesso numero di gradi g dell’ arco o- 
mologo di cerchio massimo EQ a cui è parallelo , 
e die misura l’angolo P al polo comune. 

Onde l’arco di cerchio massimo BC compreso tra li 
punti B , C] lo stesso che è sotteso dalla medesima 
corda dell’arco di parallelo, contiene, § 34, un mi- 
nor numero di gradi. E questo per l’appunto è quel- 
lo che bisognerà nel triangolo AB C sostituire al la- 
to BdC. 

Abbassata dal polo P una perpendicolare Pq sul- 
l’aico del parallelo, il triangolo isoscele BPC resta 
diviso in due triangoli rettangoli § 49? e s * ha 

i : sen PB : : sen | P : sen j BC = seri { P sen PB 

Ma l’angolo al polo contiene lo stesso numero di 
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gradi g dell’arco del parallelo , c PB è la distanza 
A del parallelo medesimo dal suo polo ; chiamando 
a il lato del triangolo BC che si cerca espresso in 
parti del cerchio massimo ,sarà seri ì B C—sen ; g senA 
= seni a, che darà l’arco a di cerchio massimo 
sotteso dalla corda stessa dell’arco di parallelo che è 
lato del triangolo, e che vi si deve sostituire. 

ai 4. Si sa dalla geometria chela lunghezza effet- 
tiva di due archi di cerchio omologhi , o di egual 
numero di gradi è proporzionale ai loro raggi. Cioè, 
fìg. 7. sta BH : EFn BC : ES :: sen 90 0 : seri AE\ 
ancora sta BH l PQ II BC l PT : : sen 90 ; sen PD 
( = sen AP ). 

Onde le grandezze effettive di due archi paralleli 
dello stesso numero di gradi sono come li seni delle 
loio distanze dal polo comune. 

ai 5 . Onde l’arco BC del parallelo trasportato so- 
pra l’arco del cerchio massimo EQ di egual nume- 
ro di gradi conterrà un numero di gradi g sen A. 
All’incontro l'arco EQ del cerchio massimo traspor- 
tato sul parallelo vi occuperà un numero di gradi 

rr 

. Queste espressioni fanno conoscere le lunghez- 

senA 

ze effettive degli archi omologhi paralleli , 1 ’ uno ri- 
spetto all’altro. 

Delle analogie differenziali de' triangoli sferici. 

2 16. Essendo tutto in movimento nel Cielo, il trian- 
golo sferico formato per un’ istante non sarà lo stesso 
peU’istante appresso. Le declinazioni degli astri , e 
quindi le loro distanze polari , le loro distanze dal 
zenit, gli angoli orarj, gli azimuti, cambiano in ogni 
momento. Ma non perciò vengono a cambiare in nul- 


Digitized by Googl 


i5i 

la le verità eterne , die le forinole trigonometriche 
rinchiudono. Le forinole restano le stesse qualunque 
sia lo stato che assumono le quantità che esse met- 
tono in relazione. 

Così nel triangolo formato al Polo , al Zenit , c 
all’Astro, comunque cauibj per l’alzarsi dell’astro l’an- 
golo orario , sempre sarà vera la forinola che darà 
la distanza dal Zenit ... cos Dist zenitale = 
cos Ang. Orar. X sen Collatitudine X seno Code- 
clinazione -f- cos collatitudine X cos codeclinazione. 

Onde calcolando la forinola nei due stati dell’An- 
golo orario si otterranno le due distanze dal Zenit, 
la di cui differenza corrisponderà al cambiamento 
dell’ angolo orario. Ma questo doppio calcolo riesce 
lungo, e in molte circostanze diffìcile; principalmente 
quando si dovrà sostituire il valore della variazione 
iu altre formole ; onde si rende necessario poter co- 
noscere il rapporto delle due variazioni dell’ angolo 
orario e della distanza dal Zenit. A tale oggetto si 
adattano alle variazioni dei triangoli le note regole 
del calcolo differenziale. 

217. Siano li due archi A , B\ l’arco A>B\ e 
alla maniera del calcolo differenziale si chiami AB , 
quello di cui deve crescere B per essere uguale ad 
A: onde si abbia A = B -f- AB. Similmente si chia- 
mi A seri B quello che manca al sen B per essere 
uguale a sen A , onde si abbia sen A — sen B=AsenB. 

Nello stesso modo Acos ì Atan , Acot, Asec, Acosec 
indicheranno le differenze tra le rispettive funzioni 
degli archi A e B. Son note le seguenti equazioni, 
Gon. 121 181 etc., 

sen A —sen B ~ 2 sen \ ( A — B ) cos l (A- f-Z?) 

cos A — cos B= — a sen 1 (A — B) sen l ( A-\-B ) 
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tati A — tari B = 
cot A — col B = 


sen ( A — 2 ?) 
cos A cos B 
— sen ( A — B) 
seu A sen B 


sec A — sec B — — - — 

cos A cos B 


cos B — cos A 
cos A cos B 


2 sen | ( A — B) sen i (. A-\-B ) 
cos A cos B 


coseaA — cosecB— 

sen A seu B 


sen B — sen A 
sen A sen B 


— 2 sen * [A — B) cos | (.Z-f-/?) 
sen A sen B 


Sostituendo la maniera adottata per esprimere le 
differenze, le sei precedenti equazioni si trasmute- 
ranno nelle seguenti. 

218. A sen B = 2 sen f AB cos ( B + 5 AB) 

219. — A cos B — 2 sen | AB sen (B - f- ì AB) 


320 . 
221 . 


A tari B = 
— A cot B =s 


sen A B 

cos B cos ( 2 ? q- A B) 
sen A B 

sen B sen (B -j- A/i) 


333 . 

2a3. 


A sec B = 
— A cosecB= 


2 sen * A B sen ( 13 -f- J A B) 
cos B cos (B -f- A/i) j 
2 sen | A B cos ( 2 ? -f- | A/?) 
sen B sen (B -j- A B) 


Queste espressioni sono rigorose, perchè nulla si è 
trascurato nel formarle. Si chiamano differenziali fi- 
nite o differenze , e si sogliono indicare col simbo- 
lo A. Sono esse applicabili alle variazioni di qualun- 
que grandezza. 


I 


Digitized by Google 




Digitized by Google 






Digitized by Google 


i53 

324 . Se la differenza AB fosse talmente piccola, 
che essa possa venir considerata come un arco infi- 
nitesimo-, quest’archetto si confonderà col suo seno, 
e il suo coseno si potrà considerare uguale al rag- 
gio. Goti. 30 ^ 3og e Trig. 111. Adottando in que- 
sto caso il simbolo per denotare una differenziale 
infinitesima, si farà seri AB = &Z? , cos AB=i: e 
si metterà B in vece di B + AB. 

In tale supposizione sviluppato il secondo membro 
del valore di A seri B si ha A sen B = 


asen j AB cos B cos ì AB — 2 sen 5 AB sen B seri \AB 

= sen AB cos B — 2 seti 1 j AB sen B 

— sen AB cos B — seri B (1 — cos AB) 

ma sen AB = < d>B , e cos AB = 1 , resta, adottando 
il simbolo delle differenziali, 

225. 9> seri B = ^ — — — , dove r' è introdotto 

per ridurre omogeneo al seno l’archetto ’àB. 

Nella stessa guisa sviluppando li secondi membri 
dell’altre equazioni si avrà 

- T> W SCn n 

226. — & cos B = — 


227. 


tan B = 


cos 1 B r" 


228. 


— 9> cot B = 


sen 1 B r" 


329. 


sec B — 


fyB tan li 
cos B r" 


=3o. -^osecB=^4 

sen /ir" 


T 9 
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Queste sono le differenziali , o differenziali infi- 
nitesime delle funzioni dell’arco /?, quando esse so- 
no piccolissime , o tali che se ne possono nelle for- 
inole trascurare impunemente le quantità di secondo 
ordine. Sviluppando le formolo primitive, e compa- 
randole colle seconde si conoscerà subito, che solo si 
sono trascurati gl’infinitesimi di sccond'ordiue per for- 
mare quest’allre; c quindi si vedrà sino a quale gran- 
dezza di ò'B si può far uso delle seconde senza bi- 
sogno di ricorrere alle prime. 

23 1. Facile riesce ora trovare le differenze e le 
differenziali delle seconde potenze delle funzioni del- 
l’arco B. 


seri 1 A — sen’ j5=cos’ B — cos’ A— sen ( A — B) sen (A-\-B) 
e quivi sostituendo le espressioni adottate 
A sen ’ B = — A cos' B =■ sen AB sen (2 B -f- AB) 

sen (A — B) sen (A-V-B) 

23 2 . ian‘ A—ian'B — — ==; 

cos’ A cos’ B 


. n sen AB sen (iB -j- 

A tan' B = 1 — —■ — - 

cos’ B cos* [B -J- AB) 

„ sen (A — B) sen (A-\-Tf\ 

233. — • (cov A — coi' B)— — = 

' ' sen» A sen J B 


— A coi' 1 3 = * Cn A7? ^ (a7?+A/;) 

sen* B sen’ ( B -j- AB) 

234. sec' A — sec' B — A sec' B = A tan' B 

235. cosec'A — cosec'B — — A cosec'B— — Acol'B 

a36. E passando dalle differenze alle differenziali 
colle stesse regole delle lineari 

A sen ' B = sen AB sen 2 (# + 5 AB) — 

2 sen AB sen (B -f ì AB) cos (B 4- j AB) 
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e perciò 

2 9 >® sen B cos n 

9 < sen 1 B — 

r 

237. 9. B—'ùsec' B=-2tan B % ian B= 

tan lì tan B sec* Tì 

cos 5 B r" r" 

238 . — % coV B— — % cosce 1 B=-icot B% cot /?=; 

2 92? cot B 1%B cot /? cosec» /? 
sen’ r“ r 11 

23 g. Non resta che adattare quest’espressioni alle 
parti variabili di un triangolo , onde conoscerne le 
Variazioni. 

Se nel triangolo sferico ABC (fìg.24) restando co- 
stanti il lato AB ( = c ), e F angolo adjacente A , 
cresca il lato AC (= b) e divenga A D—b + CD 
— b -f- Aò, è chiaro che per necessità cambieranno 
simultaneamente le altre parti del triangolo, e si con- 
vertiranno, il lato BCz=a in BD=a+(BT)—BC) 
= a + Aa-, l’angolo B in ABD = B -f- CBD =s 
B+AB e l’angolo C in BDA=C~{BCA—BDC ) 
= C — AC. Dove si farà attenzione, che mentre in 

3 uesto caso tutti gli elementi del triangolo crescono, 
solo angolo C diminuisce , e che perciò mentre 
tutte le variazioni sono positive , la sola variazione 
dell’angolo C è in senso opposto alle altre, cioè ne- 
gativa. Quest’avvertenza alla direzione positiva o ne- 
gativa di ciascuna variazione è sommamente neces- 
saria onde non commettere de’ gravissimi errori. 

240. Il triangoletto BDC rappresenta la differen- 
za dei due triangoli ABC ed ABD Ì e in esso si ha 

sen Dlseri BC lisca Clscn BDiisen CBDlsen CD 


1 35 


= — 9 > cos' B 
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ovvero 


sen (C — AC) : sen a :: seri C : seri ( a -f- A a) :: 
sen A B : sen A b\ onde 
sen A B sen C sen ( C — A C) 


sen A b sen (a -J- A a) 


sen a 


che sono 


analogie di differenze. 

241. Ma se l’archetto Ab ■=. CD è così piccolo 

che si può considerare come infinitesimo, tutte le al- 
tre differenze lo saranno in proporzione , e per il 
c , ■ , sen C . 

\ 224 si avra —7 = ... die sono analogie 

J ^ 5) 6 sen a b 

differenziali. 

Così in un triangolo, in cui si conservano costanti 
un lato, c l’angolo adjacente, la variazione differen- 
ziale dell' angolo adjacente al lato costante sta al 
seno dell angolo opposto al lato costante come la 
variazione del lato adjacente all' angolo costante 
sta al seno del lato opposto all’angolo costante. 

242. Le analogie di differenze del § 240 danno 
con tutto rigore 

sen A b seti C sen A b sen (C— AC) 


seri Ali = 


sen (a -f-Aa) 


sen a 


sen 


^ sen A B sen (a-j-A«) sen A B sen a 
sen C sen(C— AC) 


243. Sembrerebbe da quest’ equazioni che fosse 
lecito anche fare 


sen C 


seti a 


sen A B sen (n-f-Aa) 
sen A b 

sen A b sen (C — AC) 
sen A B 


ovvero 
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ma bisogna avvertire, che per quanto legitimo e si- 
curo sia il calcolo eli una variazione per mezzo del- 
le altre, non si deve mai cercare una quantità gran- 
de per mezzo delle piccole; come un lato o un’an- 
golo del triangolo per mezzo delle variazioni dei 
suoi elementi. Perchè un piccolo errore sulla varia- 
zione moltiplica a dismisura l’errore che si commet- 
terà nei lato o angolo che se ne deduce, in ragione 
pressappoco del rapporto della variazione al suo er- 
rore. All’ incontro non influirà nella ricerca di una 
variazione un piccolo errore su di un lato, o di un 
angolo; e vi sono de’ casi in cui basta che essi sia- 
no conosciuti prossimamente. Si può in somma pas- 
sare con sicurezza con le quantità grandi alla deter- 
minazione delle piccole; ma il passaggio contrario è 
quasi sempre pericoloso. Di qui si vede, come tan- 
te formole matematiche, esattissime o legitime al ta- 
volino, nella pratica poi non danno veruna esattezza. 

a 44 * Applicando al triangolerò diflèrenziale BDC 
l’analogia di Nepero darà 


tan | (. BD-\-BC ) = tan , CD 


\j cos | ( nCD — D) 

* cos ’ 


ovvero 


tan 5 (a -f- a -f- Aa) = tan (u -f- j A a, = 


tan 3 Ab }( 


co» 1 ( 180 — C — (C — \C) ) 
co» i (180 — C-\-C — Af?) 


= tan ì Ab )( 


sen (C— J iC) 
— sen 3 * A C 


il segno negativo 


di A C (§ 339) perchè questa variazione è in senso 
contrario alle altre. Da qui 


tan i \l> 
-sen * A C 


tan (ri + 1 A«) 
sen (C — 3 AC) 


, analogia di differenzei. 
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Ma in questa supposto Ab infinitesimo 

, analogia differenziale. 

Qui, e nelle consimili, non è necessario introdur- 


re r 


Jl 


, perchè dovendo mettersi al numeratore ed al 
denominatore , il rapporto -—j- resta lo stesso. 

245 . Ma generalmente per avere le variazioni dei 
triangoli si sostituiscano una dopo l’altra partitamen- 
te nella formola del problema le differenziali delle 
funzioni date sopra, e secondo le note regole del cal- 
colo differenziale se ne tratti ciascuna parte come se 
non contenesse altra variabile che quella sola sulla 
quale si opera nel momento. 

Sia la formola x=afz -4» b , dove a , b sono co- 
stanti. Nel primo membro dove x è solo in vece 
di x si scriva Skr. Nel secondo vi sono due varia- 
bili, onde si metterà az%f in vece di y, ed a.yÒ'Z in 
vece di z. Le quantità a , b non hanno variazioni 
perchè costanti. Così l’equazione primitiva si cònver- 
tirà in quest’altra 

’òx = ay%z + az%y 

dove si vede che la variazione totale %x è formata 
di una parte dipendente dalla variazione %y , e di 
una seconda dipendente dalla variazione %z. Queste 
due parli saranno note partitamente quando lo siano 
e &z, perchè le parti ad esse dovute sono ay%z 
ed azòy. 

Nello stesso modo se si ha la formola mx = abxyz 
-|- c. Operando in essa come sopra darà l’equazione 
differenziale m’dx = abyz’ò x + abxzfry -j- abxyò'Z 

oppure <kr = ( jz9cr -f- xzèy + xfòz). Onde se 
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x , y , z , rappresentino le funzioni variabili delle 
parti del triangolo ; 9 .r , %y , le loro variazioni, 
tale sostituzione riuscirà facilissima. 

246- Siano nel triangolo al Polo al Zenit ad al- 
l’Astro (fig. 16) costanti li lati ZP , e Po la collati- 
tudine, e la codeclinazione, e subisca un cambiamen- 
to conosciuto l’angolo P, si domanda di quanto per 
cagione del cambiamento di P venga a cambiare il 
lato opposto Za , o sia la Distanza dal Zenit. Per 
rendere più generali le notazioni, nel triangolo AB C 
(fig. i 4 ) siano costanti è, a, e per mezzo della 
variazione AC si cerclii Ac. La forinola sarà 

'cos c = cos C sen a sen b -f- cos a cos b 

in vece di cos. c si metta — 9 >c sen c , e in vece 
di cos C si metta — 9 .C sen C : le costanti non su- 
biscono variazioni ; onde si avrà subito la forinola 
differenziale 

— 9 c sen c — — %C sen C sen a sen b , d’onde 

<&c sen C sen a sen b f 

— = — = sen A sen b—sen B sen a, 

9, C sen c 


(§67). 

247 • Che se la variazione A C sia tale da non po- 
tersi supporre infinitesima , si avrà , ricorrendo alle 
differenze , 

sen | Ac sen (C £ A C) sen a sen b 
sen 5 A C sen (c + i Ac) 

E questa analogia, perchè l’igorosa, non meno che 
tutte le altre fermate per la via delle deferenze , 
sono teoremi in matematica, ugualmente che le for- 
inole fondamentali dalla cui dillérenziazione son nate. 

Fuori de’ limiti del nostro piano ci condurrebbe 
la formazione delle tavole, che fanno in un momcn- 
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to trovare le analogie differenziali adattate ai diversi 
casi ; e quali più o meno distese trovansi in varii 
autori. Ma poiché sono esse di grand’uso nella pra- 
tica astronomia , nella quale gli elementi de’ trian- 
goli cambiano spessissimo da uno stato all’altro, noi 
raccomandiamo ai nostri alunni di studiare questa 
materia nei Cap. XII e XXI della Trigonometria 
del Cagnoli, il quale in molti problemi ne ha spin- > 
to l’uso forse al di la del bisogno. Utile esercizio 
sarebbe per loro quello di trasmutare alla nosti’a 
maniera la notazione un poco incommoda di que- 
st’autore. Troveranno come esercitarsi ancora nel 
Cap. X dell’Astronomia di De-Lambre. 
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TAVOLE 

l V 
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Tav.* I. Espressioni di seti a. 


I 

cos a tan a 


35 

a 

cos a 
cot a 

• 

3 9 

3 

\J(l — cos 3 a) 


33 

4 

i 

(i-J-cot 1 a) 


3 7 


i 

* 


5 

v V tan* «-' 

* . / - ' 

3 i 

6 

tan a 

\/(i-)rlan> a) 


3 r 

7 

2 sen | a cos J a 


8a 

8 

2 tan 5 a cos’ f a 


210 

9 

2 tan i a 

l 4-tan 3 i a 


31 0 

io 

2 cot | a 

col* jfl-f-I 


313 

n 

2 

col i a + taa £ a 


212 

12 

i 

cot 3 a — cot a 


.21 4 - 

j 3 

tan A a tan a 
tan a — tan | a 


2 l 4 

j 4 

I — cos 2 a 

V , 


7 2 
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Tav. I. cont. Espressioni di seti n. 


sen ia 


i5 

• _ 

\/^2(l-(-C0S 2rt)^ 

80 

16 

sen 2 a 
2 cos a 

78 

17' 

sen (3o-f-a)*'— sen (3o — a) • ' 

V 3 

253 

18 

cos (3 0— a) — cos (3o-f-a) v 

a53 

*9 

* 2 sen 1 (45-j-l a) — 1 

243 

20 

1 — 2 -sen 1 (45 — fa) 

243 

21 

1 — 2 cos 1 (45 -f-i a) 

3 49 

22 

2 cos 1 (45 — 5 a ) — 1 

243 

23 

tan> (45 -f f a) — 1 
tari' (45+f a)+ 1 

3 44 

24 

1 — tan» (45 — f a) 

1 -f-tan 1 (45 — f a) 1 

3 44 

25 

tan (45 -f- ì a) — tan (45 — fa) 
tan (45 + 3 a ) + tan (4 3 “ fa) 

245 

26 

sen (Go-f-a) — sen (60— a) 

258 

3 7 

cos (60 — a) — 003 (Go-f-a) 

73 

*5 

28 

t* * 

1 

cosce a 

2 7 
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Tav.^ II. Espressiom di cos a 


sen a 

25 

tan a 


seo a cot a 

“9 

\/(i — sen 1 a) 

22 

I 

• • t 

a6 

\/( i-f-tan’ a) • 

I 


) . 

3o 

cot a . 

3t> 

^(i-l-cot'a) • - 

cos 1 fa — sen 1 § a 

83- 

I — asen 1 j a 

83 

2 cos 1 fa — t 

83 

j — tan 1 | a 
i -j- tan 1 f a 

83 

cot 1 1 a — t 



211 

cot 1 f a 4- i 

cot fa — tan f a , 

2l3 

cot | a + tan f d . 
cot a 

2l5 

cot fa — cot a 

tan i a 

21 5 


la» a ■ — tan | a 
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Tav. II. cont.’ Espressioni di cos « 


i 5 

1 

i+ianja tan a 

220 

i6 

I H 

cot | a cot a 

t 

1 -J-*cot 5 a cot a 

1 # 

220 

1 ■ 

cot | a tan a — 1 ?' ■ 

» ** 

221 

18 

V 

. 1 4 - cos 2 a 

V V 

7 } 

*9 

sen sa 


V( 2 ( ! — cos 2a)) ' 4 

79 

3 o 

sen 2 a 
2 sen a 

7 8 

« 

21.* 

cos ( 3 o-j-a) -f- cos ( 3 o — a) 

V 3 ••••* 

252 

22 

sen ( 3 o-f-o) -f- sen ( 3 o — a) 

25 % 

t 

23 ' 

2 cos (45 -|- | a) cos (45 — 1 a) 

247 

25 

2 sen ( 45 -j- 3 a) sen ( 45 — fa) 

i6j: 

24 

2 

tan (45 -j- 3 a) -j- tan (45 — fa) 

246 

26 

cos (60-j-a) -f- cos (fio— 0) 

257 

3 7 

sen (60-j-a) -j- sen (60 — a) 

V 3 ' '• 

* 357 

28 

. 1 ( 

36 


sec « _ v, ’ . : i 
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Tav; III. Espressioni di tan a. 


sen a 
cos a 

cot «a 


V(— -r) 

v cos* a y 
\/(l — r cos* a) 


cos a 
sen a 


\/(l — sen* a) 

mC- ~— t) 

M — sen* uf 
2 tan \ a . ■ 
1 — tan* s'a 


acotfrt 
cot* | tr — x 
■ 2 

cot | a — tan J a • 
2 sen £ a cos £ a 
cos* \ a — sen’ | a 
2 sen Ì a cos * a 
ì — 2sen* i a 
2 seu | a cos J a 
2 cos* i a — i 
cot a — 2 cot 2 a 




25 

2 9 

a3 

26 

32 

52 

3a 

84 

84 

84 

85 

85 

85 

201 
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Tav. IIL.cont. Espressioni di tan a. 


4 

■y/C^S) :■ ■ 

^ I -y-cos 2 a' % 

74 

i5 

sen 2 a , . ' 

2 cos* a ' ' .■ 

76 

16 

sen 2 a 
i-j-cos ia . 

76 

*7 • 

2sen* a. . 

sen 2ci 

• 7 6 

18 

1 — cos * a 

* ■ *. * 

seu 2a ’ • 

77 

*9 

1 

■ cot 2 a 

sen 2 a , 

. • 1 

• . ' 1 

203 

20 
• • 

1 * .7 , 

- 4 - cot 2 a 

sen 2 a . • ‘ 

205 

ai s 

cos ( 3 o — a) — 'cos-( 3 ó-j-«J 

seu ( 3 o-f-a) -j~ seù‘( 3 o — «) .. , 

• 

253 

22 

sen ( 3 o-}-fl) — sen ( 3 o, — a) 
cos ( 3 .o-}-n) -+- cps ( 3 o — a) . , 

253 

23 

tan ((45 + 5 a) — tan (45 — in) 
* 2 . : • 

1. 

T.Z’J 

24 

sen (6o-}-a) — - sèn (60— n) 
cos (tìo-J-a) -f- cos (tìo — a\ 

259 

i 5 

cps (60 — a) — cosr (tìo^-a) 


sen (60-pn) 4" sen (tìo — aj 

2J 9 

26 

seo 

cosec 

28 
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Tav. IV. Espressioni relative alTarco ed et( raggio. 


sei» (45 + a) 1 pos a + seh a 

5 T a )) _ . V 2 - 

. cos a ' 4 - sen a it 4 tan a 


cos (4 

tau (45 + 0 ) = — ff = 


5 

6 


eos a sen a 1 fan a 

, 1 Hh sen a '*an (45 + |a) 

fan’ (45 + ;«) = -zz" == , — : 

. 1 sen a fan ( 4 i> — 3 «) 

sen 1 . (45 +‘ | a) ^ - i j~ seu a 

,COS> ( 4 5 + 5 a )Ì 2 

• ' i + sen a cos a * 

tan "(45 + | a) t 


cos a 


7 

8 tan (45 + «) — tan ( 4.5 — a) — 

9 


x _p. sqn a 
4 tan a 


*» * * 

11 

12 
1 3 

1 3 

1 ! ' ■ 

1 4 

|5 


I — tan 3 a 

sen (3o ±_a) = 005.(604:0) = 5 cosa -±l sen a \fì 

cos (3o + a) = sen ($0 :£«).= | cos a \/3 '+ | sen a 

• _ i+tao.o \/.3 cota + 'y /3 

tan i 3 t> + a) t=s ' . • — "} '"Z_ " 

v — V ^ * 4 - tau “ cot a V * + 1 


229 

9,3o 
a 3 1 

241 

242 

r | 

2 . 4 ° 

261 

262 

* - lì 

23 6 

249 
255 

25 0 
260 


\/3 + 


tan a 


cot 


a \/3 


4 - 1 


4 - sen a = 


1 + sen a* ' 
1 -J- cos a = 


1 


- cos a = 


1 • 1 

+ tan J- n) a 

. (enxka^Xf 

2l6 

-(- tan* | a . 

cot 1 I n -f- 1 

217 

x —‘tan * 

a r vfcot | a — i\ a 

. • 

218 

‘i ^-staii $ Q* 


* 2 

2 col 1 ì n 

t % 

21 1 

1 -(- tau 1 

col 3 J -f- 1 

2 tan’ 5 « 

2 

211 

1 tau» i et 

col 1 j a + 1 
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Tav. V. Espressioni relative a due archi. 

169 

sen (a-\-b) 

= sen a cos b cos a sen b 

5 i 

sen (a — b ) 

=: sen a cos b — 

cos a sen b 

5 i 

cos (Yi-J-Zi) 

= cos a cos b — 

sen a sen b 

54 

cos (a — b) 

= cos a cos b -|- sen a sen b 


tan (a-J-£) ; 

tan a -}- tan b 

cot b -}- cot a 

58 

1 — tan a tan b 

cot b cot a — x 

tan (a — F) : 

tan a — tan b 

cot b — cot a 

60 

1 tan a tan b 

cot b cot a -|- 1 

sen ( a-j-b ) 

tan a — tan b 

cot b — cot a 

i 5 g 

sen (a — F) 

tau a -J- tan b 

cot b cot a 

sen (a-f-Z>) 

tan a -f- tan b 

cot b -f- cot a 

i 65 

cos (a — Zi) 

1 -J- tan a tan b 

cot b cot a -J- 1 

cos (n-f-A) 

1 — tan a tan b 

cot a cot b — 1 

i 63 

sen ( a — Z>) 

tan a — tan b 

cot b — cot a 

cos (a-f-i) 

1 — tan a tan b 

cot a cot b — 1 

161 

cos (a — b) 

1 -j- tan a tan b 

cot a cot Z> — J— 1 


tan ^ (a+F) 


sen a + sen b cos b — cos a 169 

cos a + cos b sen a sen b 170 


tan i- (a-f-b) sen a -(- sen b 

tan | (a — b) sen a — sen b ^ 

tan 5 fa-t-A) cos b — cos a 

~~ r , — 7; = — 168 

col 3 [a — 0) cos b -j- cos a 

I -}- tan f ( a+b ) sen a -j- cos b 1 7 1 

1 — tan | (n+i) cos a sen b 17? 

cot i (g-i-b) -J- 1 cos a + sen b ' 172 

c °l 3 («+/») — 1 cos h — sen a 174 
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Txv. V. cont. Espressioni relative a due archi. 


170 


16 

a sen a 

tao * (a 4 -Z>) 4 - tan * (a— b) = : : 

* v 1 J 1 v * cos a cos b 

i35 

*7 

2 sen b 

tan l (a+£) — tan | (a— b) = ; 7 

* v 1 J K J cos ci c ° s b 

i36 

j 8 

2 sen a 

col | fa-f-i) 4 - cot 1 (« — b) = ; 

v 1 ' 1 cos b — cos a 

i3 7 

J 9 

2 sen & 

cot | (a — b) — cot * (a-|-i) = : 

v \ \ j cos b — cos a 

i38 

20 

sen a -J- sen b = 2 sen | (a-\-b) cos * (a — b) 

121 

21 

sen a — sen b = 2 cos | (a-j-£>) sen | (a — U) 

122 

22 

cos a -}- cos b — 2 cos £ (a-|-i) cos 3 (a — -6) 

123 

23 

cos A — cos a = 2 sen | (a-f-Z») sen | (a — Z>) 

124 

24 

sen (a + b) 

tan a •+• tan b s= 

cos a cos b 

180 

181 

25 

2 sen (a 4 * 

tan a + tan b = — - 

— cos {(i-\-b) -j- cos [a — b) 

ii3 

26 

sen (a 

cot A + cot a — 

sen a sen b 

182 

1 83 

27 

2 sen (a 4 - b) 

cot b + cot a = — — r- 

cos- (a — b) — cos (a-f-0) 

2 X 4 

28 

cos (a^TA) 

cot i •+* tan a = 

cos a sen b 

v^- m 
CD CD 

M 

2 9 

COS (fl+ /') 

cot a •+■ tan b = 

sen a cos b 

186 

187 

3 o 

sen a cos b = ~ sen 4" f sen [a — b) 

CD 

VJ 

3 i 

cos a sen b — | sen — | sen (a — b) 

88 

32 

cos a cos b — f cos (a-f^) 4 * » cos ( a — 

89 

33 

sen a sen Zi = | cos (a — b) — \ cos (a-\-b) 

9° 
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Tav. V. cont. Espressioni relative a due archi. 


il 1 


34 

sen a sen b 

f =5 sen’ | («4-i) — sen* s (a—b) 

*97 



1 == cos’ | (a—b) — cos’ i ( a+b ) 

198 

35 

cos a cos b 

( s= cos» A {a—b) — sen’ | (a+b) 

i56 



( = cos’ | (a+b) — sen’ 1 (a—b) 

i56 

36 

tan a tan b 

sen* (« 4 ^) — sen’ (a — b) 

rr\/t 


4 3 

43 

44 

45 

46 

47 
43 

49 

50 


4 cos’ a cos’ b 


cot a cot 





4 sen’ a seu’ b 


38 

tan a 

sen («4^) 

+ 

sen (a — 6) 

cot b 

39 

tan b 

sen (« 4 ^) 

— 

sen 

cot a 

sen 1 a — 

sen* b 1 



40 

cos’ b — 

cos’ a j 

= sen (a4-£) sen 

(a-b) 

4 i 

cos’ b — 

sen’ a ì 





cos’ a — sen’ b { = C ° S (“+*) cos (a-b) 
sen’ a 4 . sen’ b = 1 — cos («-f £) cos (a—b) 
cos’ a + cos» b = i 4 . cos (a-f b) cos {a—b) 
sen ( a-\-b ) sen {a — b) 
cos’ a cos’ b 
sen (a _(_£) sen (a — b) 
sen’ a seu’ b 
cos cos {a — b ) 

cos’ a sen’ b 
cos (a-}-£) cos (a — b ) 
sen’ a cos' b 

sen’ («-43) -f- sen’ ( a — b) 
2 cos* a cos 1 b 


tan* a — lan’ b — 
cot’ b — col» a ' — 
col’ b — tan’ a = 
cot’ a — tan’ b = 
tan’ a -j- tan’ b = 


col’ a + cot» b = S - n ' + scn * ( a ~ b ) 

2 sen’ a sen’ A 


ig5 

113 

155 

156 

153 

154 

188 

189 

190 

1 9 1 

193 

ig3 
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Tav. VI. Serie trigonometriche. 


sen 3 a 3. sen 3 a 3. 5. sen 7 a 

, «=sena + _-f — rH - + _-__+ec. 2 7 3 


a a = 1,5707963 — cosa- 


2. 4-5 3. 4-6. 7 

cos’a 3cos 5 a 3.5.cos"a 


-ec. 


2.3 2.4.5 2. 4.6.7 (^5 

3 a = tan a — - ■ | tan 3 a -j- j tan 3 a — | tan 7 a -j- ec. 277 


“ 1 

4 sen a — a — — - -f- 


2.3 2. 3. 4-5 2. 3. 4. 5. 6. 7 


+ ec- 279 


a? 


a4 


cos a = 1 1 — — 


2 ' 2.3.4 2.34.5.6. 


r -}- ec - 


281 


a 3 2 a 5 17 a 7 62 as 

6 tan a = a-}---f — -f + ec. 283 


3 1 3.5 ' 3*.5. 7 1 3\ 5.7.9 
1 a a 3 2 a 3 a 7 


7 col a ^ 5 3*. 5 3 S .5. 7 3 3 .5». 7 ' 


285 


a» / a 1 

8 *nv.a = r ^i-_ + 


«4 


3.4 ' 34.5.6 34.5.6.7.8 


a« \ 

H ec. J 


(282 


Arco 

meno 

Corda 


io 


- 3 

' 4.5 

j. n ’ 

a 3 

^ 2.3.2» 

a.3.4-5.24 


+ 


4.6.7 


-}-ec. 286 


\ + 


-ec. 286 
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Tav. VII. Differenze trìgonometriche 


I 

A sen a = 2 sen | A a cos (a -f- f A a ) 

218 

2 

A cos a == — 2 sen i A a sen (« -{- | A a ) 

219 

3 

sen Art 

A tan a — 

cos a cos (rt -j- A a) 

220 

4 

— sen A rt 

A cot a = 

sen a seu (a -J- A a) 

221 

5 

i sen | A n sen (a 4 - 5 A a) 
A sec a — V ' ' 

cos a cos (n -j- A a) 

222 

6 

— 2 sen | A a cos (a 4 - -i A a - ) 
A cosec a — v ~ * ’ 

sen a sen {a A «) 

225 

7 

A sen 2 a = sen A a sen (2 a -)- A a) 

23 I 

8 

A cos 2 a — — sen A a sen (2 rt A 0) 

23 I 

9 

sen A « sen (2a - 4 - A a) 

A lan 2 a = = A sec 2 rt 

cos 2 a cos 2 (a -|- A a) 

232 

io 

— sen A a seu (2 a -f- A a) 

233 


sen 2 a seu 2 (a -J- A a) 


Quantità ausiliarie. 


str, y due quantità ineguali 


- = tan z 

y 


(s 45 °) 


x t/ì y 

x +y 
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Tav. Vili. Differenziali trìgonometriche . 


1 1 

9, sen a —'fra cos a 


225 

12 

fr cos a s= — fra sen a 


226 

i 3 

. . 

fr tan a = 

cos a a 


227 

j 4 

_ — fr* 

cot a = 

sen’ a 


228 

i 5 

%d lan a 

fr sec a — 

cos a 


229 

16 

— cot * 

fr cosec a = 

sen a 


23o 

J 7 

9, sen’ a — 2^,a sen a cos a 

236 

18 

fr cos* a — — 2^ a sen 

a cos a 

236 

*9 

2Q,n tan a 

tan» a — 

cos’ a 

= fr sec* a 

237 

20 

— ifra cot 

fr cot* a — ■ 

a 

— z=zfy cosec 1 a 

238 


seti’ a 


Arco ausiliario. 

fan m = fun n fun p t 
furi n fun p = tan y 
lan* x = tan ( 45 — y) 
in — 90 — 2 x 
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Tav. IX. Espressioni analitiche di ciascuna parte 
del triangolo sferico , in ire delle altre. 

Angoli A y B, C : lati opposti a, A, c 


3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

i3 


sen a = 

sen a — 

cos a = 
cos a = 
tan a ss 

tan a s= 

sen A 

sen A ss 

cos A = 
cos A = 
tan A = 

tan A s= 


sen A sen c 
sen C 
sen A sen A 
sen B 

cos cos 5 cos C 
sen B sen C 

cos A sen A sen c -f- cos A cos e 
sen e 

sen B col A -J- cos B cos c 
sen A 

sen C cot A + cos C cos A 
sen B sen a 
sen A 
sen B sen c 
sen C 

cos £ -J- cos A cos <7 
sen ^ sen C 

cos B sen a sen c + cos a cos c 
sen a 

seu C cot B -j- cos C cos a 
sen c 


seu A cot B -f- cos A cos c 


sen c = 


sen C sen A 
sen B 


f 
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Tav. IX. cont. Espressioni analitiche di ciascuna 
parte del triangolo sferico, in tre delle altre. 



Angoli A , fi, C : lati opposti a , 

b, c 

*4 

sen C sen a 

sen c = 

sen A 


i 5 

cos C -\-cas A cos fi 
cos c = 

sen A sen B 


16 

cos c = cos C sen a sen b -J- cos a cos b 

*7 

sen b 

tan c = — 7 

sen A col 6 -f" cos A cos b 


18 

sen a 

tan c = -r— 

sen B cot C cos B cos a 


l 9 

sen a sen C 

sen A =3 

sen c 


20 

sen a sen fi 
sen A — , 

sen b 


ni 

cos a —— cos b cos c 

cos A — , 

sen b sen c 


22 

cos A = cos a sen fi sen C — cos fi 

cos C 

23 

sen fi 

tan A = 

sen c cot a — cos c cos fi 


?4 

sen C 

tau A — , 

sen b cot a — cos b cos C 


2.3 

sen b sen A 

sen fi = 

sen a 


26 

sen b sen C 
sen fi = — 

sen c 
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Tav. IX. cont: Espressióni analìtiche di - ciascuna parte 
del triangolo sferico , in tre delle altre. 

v V * t * • . ; f ;\ 

•• v . Angoli Ai B, C ; foli opposti. a, .4, c 1 


a ? 

a 8 

*9 

30 

31 

àa 


cos b • 
cos J7 ,== - 


■ cos fi cos r 


cos B 

I 

1 . . ' * . 

tan B = 

tati lì = 
sen C — 

i 

sen-C 


sen a stia c ' 
cos b sen A sen C 
sen C 

sen a cot b — cos a cos C 
sen A 


■ cos A cos C 


> I. < 


33 

.il.. il 

34 
35' 

.! I / 

36 

3 7.„ 

38 

3g - 
4 q 
4 i 
4 ^ 


cos C =s 

sili i 


sen d cot b - 
sen c seni? 
sen b * 

tan c sen A 

————— 

sen a 

cos a — cos- a cos b 


• cos c cos A 


svu a siiti b 

cos C == cos c sen A sen B ■ 

„ sen A 

tan C = 

tau C == 

l * 

tari I 


■ cos A cos B 


sen ~b col c cos b cos A 
sen lì , 


seu a col c •ì— cos a cos B 
lati | 


cos | (b co c ) 
A 


tan ì(Bm C) tan -j ^ = 


cos | (4+ e) 
seu ■}, (4 c n c) 


tau | (4-f-c) cot | a = 

. 1 * • •* 

tan 5 (b ta c) cot | a = 


.seti | a sen A (i-f-c) 
sen ; A 
sen -J- a 
cos | ySf 


sen §(4-fc) 
cos \(B in C) 
cos t(G-f-C) 
sen ? (/? co C) 
seu | (/?+ C) 


cos Ì(B in C ) 
seu J (4 óo c) 
seu ; 6 ') 


43 

44 


j: 

. . J s.iU Li 


~ ì 


cos I a ’ COS I (4-f-c) 
sen \A cosìC^+C) 

cos fa . cos | (4 co e) 
cos z sen | C) 

> a 3 
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Tav. X. Soluzioni del triangolo sferico rettangolo . 


DATI 


CERCATO 


SOLUZIONI 


L’ Ipotenusa, 
ed un'angolo 


L’Ipotenusa, 
ed un lato. 


3 

Li due Iati. 


4 

Un iato , e 

l’angolo op - 1 
posto. 


Un lato 1 e 
l’angolo ad- , 
jaccute. 


6 

Li due an- 
goli. 


f L/Uo opposto all’an-.t ... seno lato opposto cercato — 

1 golo dato ( sen dell’ Ipol. X sen angolo dato. 

1 Lato adiacente al- c ... tan lato aàjacente cercato = 
j l’angolo dato ( fan Ipotenusa X cos angolo dato. 

' r, , f ... cot angolo cercato s= 

„ L altr0 an S 0l ° ( cos Ipotenusa X tan angolo dato. 

( f ... sen angolo opposto cercato ;= 

Angolo opposto al \ sfn lat0 dal0 

lato dato 1 ; . 

( - seti Ipotenusa 

| Angolo adiacente al t ... cos angolo adjacente cercato =s 
! lato dato ( col Ipotenusa X tan l at0 dato. 

( cos Ipotenusa 

Terzo lato cos lato cercato = — — r— 

I cos Iato dato 

[ r • / ... cos ipotenusa = 

L Ipotenusa.. ... | prodotto dei coseni dei lau dati. 

, Angolo opposto ad \ . .. cot - angolo cercato = 

| untato dato^oppure < sen del Iato adjacente all'angolo 
Angolo ad esso adj . ( Cercalo X £0t lato ad esso opposto. 

f 1 sen lato dato 

Ipotenusa..'. :..|,..sen ipotenusa = ^ 

' , J ... sen lato cercato ss , 

L altro lato.,.. ..... \ (an j at0 dat<> ^ cot angolo dato. 

( cos ang. dato 

L’altro angolo jV. sen angolo cercato ss ^ £-■ 

r ... cot ipotenusa ss ,,, 

Ipotenusa j cOS au g. ^dj. dato X col lato dato. 

, < ... cos angolo cer.oato = 

L altro angolo | se/t ang. adj. dato X cos lato dato. 

. 1 ... tan lato cercato ss 

altro lato j tan ang. adj. dato X sen lato dato. 

{ ... cos ipotenusa ss 

Ipotenusa | prodotta delle colati degli ang. dati.. 

oppure / cos angolo opposto al lato cercato 

^cente*^ e " SS ° # sen angolo adjacente al lato cercalo 
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Tav. XI. Soluzioni dei triangoli sferici obbliquangoli. 

i Dati. Tre lati. 

Si cerca ... Uno degli angoli. 

a iato opposto alfangolo cercato A. Lati che Io comprendono £, c 

(a-\-b-\-c fa+b+c ^ 

sen l — b) sen ( c I 

, *../ '>=» y v a ' 
tan -g A — y - 


sen 


(d±t c _ „) „ (-+*+.?) 


a Dati. Tre angoli. 

Si cerca ... Uno dei lati. 

A angolo opposto al Iato cercato a. Angoli adjacenti al lato cercato fì ì C 

r e« (±t±t£) c o,(l±£±2_.<) 
tan 4 a = \/- 


cos 


(£±£±£ -b) co. (±t£±£ ^c) 


3 Dati. Due lati , e Pungolo compreso. 

Si cerca Il terzo lato. 

Si chiamino x, y li due segmenti def maggiore dei lati dati 
tan x — cos angolo dato X tan minore dei lati dati 
y = differenza tra x e il maggior lato dato 

cos_y 


cos iato cercato — cos minor lato dato 


cos x 


Se il lato cercato è piccolo. 

Si chiami x' un arco ausiliario 

cns mezzo ang. dato ■ . . , . 

cos x 1 = — 'X V(P ro< ^ otto seni dei lati dati) 

sen | somma lati dati 

seu mezzo Iato cercalo ■= sen x' X sen semisomma lati dati. 
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Tav. XI. cout. Soluzioni dei triangoli sferici obblicjuangoli. 

> • • • i- 

Si cerca ... Uno degli altri due angoli. 

Si cliiamino ar, y li segmenti del lato adjacente all’ angolo cercato. 

J ■ 

tan x = cos angolo dato X tan lato opposto all’angolo cercato 
y = lato adjacente all’angolo cercato — x 

» » 

w sena? 

tan angolo cercato = tan angolo dato X - 

o o /\ sene- 

se x è maggiore del lato adjacente all’angolo cercato, sarò *en y negativo. 

Si corcano insieme ... Tutti gli elementi del triangolo. 

• I . * • . • ■* • 

Si chiamino x^y due angoli ansiliarj 

tan mezzo angolo dato X sen semisomma Iati dati 
sen semiditfereuza lati dati 
tan mezzo angolo dato X co# semisomma lati* dati 
^ cos semidiflereuza lati dati 


X cos y 

— 

cos X 

Angolo opposto al maggióre -dei lati dati — 180 — (-c -J~ vj 
Angolo opposto al minore dei lati dati = y c /3 x. 


4 Dati. Un lato , ed i due angoli adjacenti. 

Si cerca ... Uno dei due lati ignoti 
Si chiamino x , y li segmenti dell’ angolo adjacente al lato cercato 
cot x = tan angolo opposto al lato cercato X cos lato dato 
y = differenza di x coll’angolo adjacente al lato cercato 


tan lato cercato = tan Iato dato 


X 
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Tav. XI. cont. Soluzioni dei triangoli sfèrici obbliquangoli. 

Si cerca ... Il terzo angolo , opposto al lato dato. 

Si chiamino x 1 , y 1 li segmenti dell’angolo maggiore 
cot x 1 = cos Iato dato X tan minore degli angoli dati 
y' =; Maggiore degli angoli dati — x' 

X scn v* 

— _ 
sen x ' 

# « • l 

Se x'.è maggiore dell’angolo, sarà sen y' negativo. 


•Quando l’angolo cercato è piccolo 
Si chiami x un’arco ausiliario 


« i ** i . „ 


sen metto lato dato . . . 

tan x= -* . X v(P ro ^ oll ° ^ e ' *cni degli ang. dati) 

cos 2 somma augoli dati 


sen mezzo angolo cercato = 


cos semisomma. angoli dati 


Si cercano insieme . . . Tutti gli elementi del triangolò. 

Si chiamino x , y due arqjii ausiliarj 

cot mezzo lato dato X cos semisomma angoli dati 

tan x — ~ — — : i . .. . . 

cOs semidillèrenza angoli dati . * 

cot mezzo lato dato X sere semisomma angoli dati 

tan v ss — — : 

sen $einidiilcreuza angoli dati 


t-'in y = • 


X cos 
— 

cos 

Lato opposto al maggiore 'degli angoli dati ;= 180 — (x-j-y) 

Lato opposto al minore degli angoli dati = xv.y. 
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Tay. XI. cont. Soluzioni dei triangoli sferici obbliquangoli . 


5 Diti. Due lati , ed. un'angolo opposto ad uno di essi. 
Casi dubbj. 

Si cerca ... L'angolo opposto all altro lato dato .. 


' seti lato opposto all’angolo cercato X sen an g- dato 
seri lato opposto 'all'angolo dato 

Dubbio se sia 1 ’ angolo , o il suo supplemento. Ma se la somma 
dei lati dati è < i8o°, l'angolo opposto al lato minore è c)o.° Se 
la somma è > 180”, l’angolo opposto al lato maggiore è > 90°. 


sen angolo cercato 


Si cerca ... V angolo contenuto tra li lati dati. • 

Si chiamino x , y li segmenti dell’angolo cercato 
cot x = tati angolo dato X cos * ato adjacente all’angolo dato 
cos X x tan lato adjacente all’angolo dato 
cos y iart i at0 opposto all’angolo dato 

Angolo cercato = x HH y 

_|_ quando gli- angoli opposti- ai lati dati sono della stessa specie 1 , 
— quando sono di specie differente. 


Si cerca ... Il terzo lato. 

Si chiamino x, y li segmenti del lato cercato 

tan x = cos angolo dato X tan * ato adjacente all’angolo dato 

X cos lato opposto al l’ angolo dato 
cos lato adjacente all’angolo dato 

Lato cercato s=s x Hh y 

x _J- y se la specie degli angoli opposti ai lati dati è la stessa: 
x — y se essa è diversa. 
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Tav. XI. cont. Soluzioni dei triangoli sferici obbliquangoli. 

6 Dati. Due angoli , ed un lato opposto ad uno di essi. 
Casi dubbj. < 

Si cerca. ...Il lato opposto, alla tro degli angoli dati. 

tea lato «^<5 _ sen an g ol ° opposto al iato cercato X sen iato dato 
“ sen augoio opposto .-ai iato dato 

~~ ' * 1 ' ■ ■■ ' » - ■■ *— * 

Si cerea ... Il lato su cui giacciono gli angoli dati. 

Si chiamino x, y li segmenti del lato cercato 

tan x = tan lato dato X cos angolo adjacente al lato dato 

k • / *» # * * 

#en stn x X tan angolo adjacente al lato dato' 

. tun angolo opposto al lato dato 
Lato cercato — x ~f- y 


.Si cerca ... Il tetzo angolo. 

Si chiamino x, y li segmenti dell’angolo cercato 

cot x x= cos lato dato X tan angolo adjacente al lato dato - 

sen x X cos angolo opposto al lato dato- • 

sen y = 0 rr 

cos angolo adjacente al lato dato • 

Angolo cercato s=s x + y 

Sia eh* si cerchi il lato o P angolo , se gli angoli dati sono della 
j* stessa specie si pigli x -f-j'j se di specie diversa x — y. 

Ma anche sen y ptjò- avere due valori. 
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Ta,v. XI. cont. Soluzioni dei triangoli sferici obbliquangqti. 

7 Dati .... Bac iati, ed i due angoli opposti- 0 

Si cercà ... Jl terzo lato. , i , 

• ( _ , . , \/ sen \ somma *pg. dati 

,1 — : tati semidifferenza lati da li Y — TT — T — TT: 

laq mezzo latol *> sen 3 diti, angoli dall 

' .] \/ cos i sommai angoli ‘dati 

= (an semisomma lati dati X tos a d Uler. angoli dati 


ì ' 

Si cerca ... Il terzo angolo. 


\ • • 1 ■ i- . 

, • », sen 3 differ. lati dati 

, C =eot semidifferenza angoli dati X lati'datl 

tan mezzo angolo! ‘ 1 sen 3 somma iati uau 


cercato 


| = col semisomma angoti dati Y — 7 

/x cos ì 


cns t differ. lati dati 


cos ! somma lati dati 

li t 


8 Dati ... Tre lati ... oppure ... Tre angoli. _ 

Si cerca ... La perpendicolare abbassata dal vertice 
di un'angolo sul lato opposto. ; • 

a, b, c , i loti-, ri, B, C, gli angoli. 

# * . . ' ' 

Si facci s = =s semisomma dei tre lati 

/ . • . ; > 

g __ aemisomma dei ire angoli 


sen 


i\J s en s sen (s— a) sen (s — b ) sen (ir— 0) 
perpendicolare = ^ lat0 su cu i cade la perpendicolare 


sen 


1 ^/ — sen^ì sen(S — A]sen(S — B^sen (S C) 
perpendicolare — jen angolo da cui cade la perpendicolare 
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Ta*. XUI» sCmv^rtùie U tempo \s^reQ iH medio. 
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Tàv. XIV, Per convertire il tempo medio in sidereo, j / 
, Argon. Ore, mimiti, e secondi di tempo medio. 
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Tav. XV. Fattori per la deviazione azimutale del o stromcnto 

dei Passaggi. 

Armoni- Declinazione, e Distanza dell'astro dallo Zenit. 
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•*,74 1 

1,879 

1,9*4 

1,960 

3,346 

3,63 1 

3>8o5 

3,864 

4,4' 1 

4,987 

5,4* « 

5,671 

5,759 

4,897 

5,536 

6,007 

6,195 

6,391 

. 5,5o4 

6,223 

6 , 75 i 

7,076 

7, *8» 

5,869 

6,635 

7, '99 

7,545 

7,66' 

6,286 

7,106 

7a7<* 

8,081 

- 8,106 

6,767 

7,600 

8,3oi 

8,699 

8,834 

7,3*9 

B,i85 

8,99° 

9,4*' 

9, >67 

.7 >99* 

9 >o 36 

9,804 

10,175 

10,434 


9,987 

10,^82 

' *,199 

1 i,5oo 

9,763 

1 1 ,o38 

">977 

*l,55i 

11,745 

10,981 

*1,4*4 

*3,471 

'4,1*3 

14,335 

* > ,179 

i3,54i 

*4,694 

*5,399 

1 5,637 

1 3 , 1 7.5 

'4,89-t 

16,161 

16,937 

*7, *98 

14,637 

16,548 

17,9.55 

18,817 

'9>*°7 

J 6,465 

18,614 

10,198 

11,167 

*1.494 

18,816 

11,171 

i3,o8i 

14, ‘89 

14.061 

ai 

14,81 5 

i6,<y*6 

18,118 

18,654 

•i3,<)4:> 

17,070 

^ 9 i 37 ) 

30,783 

3*,i58 

16, 338 

*9,7'6 

3 i, 3 o§ 

33,860 

34,381 

*9 >*64 

33,o34 

35,898 

37,611 

38,io3 

31,911 

37,118 

4 o, 38 J| 

4i,3 ,3 

4*.97® 

37,6*3 

49,611 

46. 1 5i 

&818 

49.'i4 

57.*99 


Pei- le stelle tra il Zenit e il Polo il fattore è negativo. 
Sotto il Polo ritorna positivo come al Sud del Zenit. 
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Tav. XVIl Corrispondenza dei giorni colla Longi- 
tudine , semidiametri , e moli orarii del Sole. 


Giorni dell* 
anno 

Long, vera 
del 0 

jScmiiliam. del Sole 

Molo 

orario 

| in arco 

in lem. ili. 

in AR 

in Deci. 


S o 

/ li 

/ Il 

/ Il 

11 { 

Gennajo 1 

IX. IO 

16. 17,8 

1. 10,8 

a. 4.1,76 

",49 

1 1 

ao 

16. 17,5 

10,3 

43,o3 

* 

1 

ao 

X. o 

16. 16,8 

9.4 

33,89 

3a,3G 

3o 

IO 

■ G. 1 5,5 

8,3 

33, 9 8 

4o, 9< 

F ebbra jo <> 

ao 

16. 1 3,8 

/» a 

38,95 

47,88 


XI. o 

iG. 11,7 

(>,1 

a 4,3a 

53,17 

Marzo i 

I o 

16. q,3 

5,a 

a °,57 

56, 80 

1 1 

ao 

16. 6,7 

4,G 

>7,9' 

58,8 1 

*JI 

0. o 

16. 3,9 

4,3 

iG,46 

69, a3 

3i 

10 

iG. 1,1 

4, a 

i6,3a 

58,i 3 

Aprile io 

ao 

i5. 58,3 

4,5 

| m i'. 

55,53 j 

ao 

r. o 

i5. 55,6 

5,o 

19,60 

5 1,4., 

3o 

io 

1 5. 53, a 

5,8 

aa >77 

45,89 

Maggio 1 1 

ao 

i5. 5i,o 

6,6 

26, 38 

38,89 

ai 

II. 0 

i5, 49,1 

7,4 ' 

3o,oG 

30,57 j 

Giugno i 

IO 

1 5. 47,5 

8,1 

33,ai 

21,09 

1 1 

ao 

i5. 46,4 

8,5 

35, 3o 

10,77 

^ ai 

III. o 

i5. 45,7 

8,7 

35,93 

0,00 f 

Luglio a 

IO 

io. 43,5 

8,5 

34,99 

10,75 

\ ia 

ao 

i5. 45,7 

8,0 

3a,Gi 

21,01 

a3 

IV. o 

i5. 46,4 

7, a 

a 9,'7 

30,39 

Agosto 2 

IO 

i5. 47,5 

6,3 

35,37 

38, Go 

i3 

20 

i5. 49,1 

5,5 

21,48 

45,47 

i a * 

V. o 

ià. ai ,0 

4-7 

18,22 

50,92 

Settembre 3 

IO 

i5. 53, a 

4,' 

<5,94 

54,92 

i3 

20 

là. 55,6. 

3,8 

<4,77 

57,47 

a3 

VI. o 

i5. 58,3 

3,9 

14,89 

jSj4)4) 

Ottobre 3 

IO 

16. 1,1 

4, a 

iG,33 

58, 1 3 

. >» 

1 a 

20 

iG. 3,9 

4,9 

"9>°5 

50, 18 

33 

VII. o 

■ G. 6,7 

5,8 

23,88 

52,64 

Novembre a 

io 

iG. 9,3 

6 ,9 

a 7> ( '>4 

47,45 

ia 

20 

iG. 11,7 

8,1 

32,8.4 

4o,6i 1 

2a 

Vili, o 

iG, i3,8 

9, a 

37,98 

3a,i8 jj 

Dicembre a 

IO 

16, i5,5 

.0,1 

42,39 

22,35 | 

ia 

20 

16. kì,7 

10,8 

45,43 

<‘,47 1 

a a 

IX. o 

iG. 17,5 

1 1 ,0 

46,61 

0,00 3 

Gennajo r 

IO 

16. 17,8 

10,8 

45,76 

",49 1 


Apgiungrndo o u a ni semidiametro in tempo medio dato 
dalla tavola si lia il semidiametro in tempo sidereo. 


Digitized by Google 
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Tavole per ridurre al meridiano le vicine distanze dal Zenit 
osservate nella parte opposta al polo elevato. 



Il prodotto della riduzione data dalla Xav. XVU per il fattore di 
1 Xav. XVIII si sottragga dalla Disianza osservata dal Zenit 


dato dalla 


Digitized by Google 







































Tavole per ridurre al meridiano le vicine distanze dal Zenit 
osservate verso il Polo elevato. 



Il prodotto della riduzione della Tav. XVII per il fattore della Tav. XIX si sottrala 
dalle Distanze dal Zenit osservate sopra il Polo; sì aggiunga a quelle osservate sotto. 
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Tav. XX. Rifrazioni inedie • 

Argom. Distanza osservata dal Zenit. 
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TÀv. XXII. J?( ittori. dell^qf raziona media per : ridurla 
in vera, espressi dalia loro differenza coll'unità. 


7 



.h.V“ 

Termometro ili Falircnhcit 





r » th r • » ?* . * 









~ , 

20 

3 o i 


5 o 

60 

. 7 ° 

80 

9 ° 

IOO 

1 IO 

1 

...... 1 

♦o,i>n 

-o,oi 1 

— o.n. 3 ft 

-n,o 5 j 

-0,073 

-0,09.3 

-0,1 12 

-0,1 3 o 

-0,1 47 

-0,164 

2 

+11.01 (i 

>-0 ioo? 

-o.OVl!) 

— 0,U.)C» 

-0,4)70 

- 0 , 04)0 

— 0 , 104 ) 

-0,127 

-0,144 

-0,161 

r. 

+(..0,111 

— Ó,Óo.‘^ 

-070*5 ■ 

—0,0 jh 

-0*007 

-0,087 

-0,1 of» 

-0,1*4 

-0,l4l 

- 0 , 1.58 


+ « ■ >**4 

+0,001! 

- 4 , 0*3 

— ft,oì.l 

-0,064 

-A), 08^ 

-0,1 o 3 

-0,120 

-0, 1 38 

-0, 1 . 57 » 

s 

r+O.oQT 


■^.oi 8 

-0,o3i) 

-0,0641 

-0,081 

-0,100 

-0, 1 17 

-»,|35 

-<>. 1 5 * 

0' 

+ 0 >» 3 l. 

*0,0^ 

— Ò,ni 5 

-o,u 3 (i 

-0,0*7 

-0,077 

-0,096 

*0,1 1 3 

-u,i 3 i 

-Q.ijO 

T 

+.>,oS. r ( 

+0,011, 

-6,oir 

— o,o 33 

0 

0 

-0,074 

-0,093 

”0,110 

-o,)*8 

+0, 1 46 

+ 

+*,o!W 

+ 6 ,'<>| 5 j 

-0,008 

-o,o 3 o 

~o,o 5 i 

-°,» 7 1 

- 0 ,OQO 

-0,107 

-0, 1 *5 

-0.1 1 i 

1 


+0,0 18 

-d ; oo.r 

-0,027 

l-o,o,i8 

-0,068 

—0,087 

-0,104 

—0,1 2*4 

j.) 

\ 


+o,na*| 

-TEooa 

—0,0*3 

hp.0',4 

-o,o 65 

-0,084 

—0,101 

-?0,I2Q 

-+), 1 37 

\ 

4 w,i> 4 j) 

+o,ox r .| 

+0,002 

1+0,020 

-0,04 1 

-l\,o(il 

-0,080 

-0,099 

-0,1+7 

- 0 .l 34 

r. 

+<».oJ* 

-*0,0. *8 

+*o,oo 5 

-0,017 

- 0 , 0.38 

- o , oj 8 

-0,077 


-0, u 4 

-0, 1 3 r 

è 

+o,o 5 R 

+|»,032 ; 

+0,008 

-o^i/| 

t*o,o 35 

-o,o 55 

-0,07.4 

-0,09.3 

”0,11 1 

-i>, 1 28 

-■ 


+0,0.3 >; 

+0^012 

f 0,0/0 

(^>,o 3 a 

— o,o 5 u 

-0,071 

-0,090 

-0,108 

-0, 1 » * 

H 

*<*.<> 63 - 

+ 0 ,n 3 ;) 

+o,o 1 5 

-0,007 

-0,0*8 

-04049 

— 0,068 

-0,087 

-0, 1 ó 5 

-0, 1 22 

9 

+0 ; o(»f> 

+ 0,0 )■>■ 

+0,0 1 4 ) 

4,0,003 

+0,0*4 

-0,045 

-0,065 

-0,084 

—0,102 

-0,1 ly 

O 

+0-07O 

+ ■ 0 . 0 j i ; 

+0.0* a 

«0,000 

-o,o-.y 

-0,04* 

-o,o6a 

—0,08 1 

-o.njjo 

-0, 1.16 

«, 

+0-071 

+0,0 jo 

+ 0,025 

+0, oo 3 

-0,Ol6 

-0,039 

-0,059 

-0,076 

-0^096 

-0, 1 1 3 

3 

+0,075 

+O,o 53 

+ 0 , 024 ) 

+0,00* 

-0,01 5 

-o,o 3 (> 

— o,o 56 

-0,07*5 

-0,093 

-0, 1 10 

3 

+0. (>9 > 

■Mi.u'iG 

+0,0 3*2 

+ 4 >,oio 

-0,0.1 1 


-0^3. 

-0,07*+ 

— 0 , 04)0 

-0, 1 « 

fi 

+o'.otf J 

+0,061) 

+o,o 36 

+0,914 

HIjOoB 

-0,0*9 

-o,o 5 o 

li 

-0,4)87 

- 4 ». 1 O.» 

* 

W.0& 

40,063 

K .,o 3 i) 

+0,017 

—9,008 

-0,0*6, 

-0,046. 

♦o,ofi 5 

- 0 , 4)8 j. 

-O, 1 4)2 

,1* 

+0,0 02 

+ò,6(>6 

+0,0 

+0,020 

+0,002 

-0,0*3 

-0,043 

— o,o(fci 

-0>«»8| 

-0.099 

•; 

+o 3 jiqs 

+0,070 

+o^ò 4 t> 

+0,0 *. 3 

+0,001 

-0,020 

—0,040 


-0,078 

*",096 



+0,073 

«■0,0*1* 

+0,027 

+0.00.) 

-0,017 

-0,037 

— o,o;>(> 

—43,07 > 

0 . 01)3 


+0,1 op 

m,o 77 

Uò,o' 53 ' 

+ 0 !<i 3 o 

■Ho, 008 

-0,01 3 

-o,o 33 

u o,o 5 J 

-0,07.2 

-0,0* )*> 

r 

+0,1 o<> 

+0,080 

, 

1 + 0,056 

/+o,o 33 

+OjO'l 1 

—o,0i 0 

-o,y 3 o 

-o,o 5 o 

-o,0<>9 

-0,084 


Ho,< 


Si riducono «li altri .hnrooict ri a pollici v decimali del fmrojnetm inglese colui; Mcguc* 
l. S^ dividano le linee etri batometro francese |ht 12, il quale, resi andò còsi espi esso 
i pollici e decimali si moltiplichi pel nini). 1 ' I ,o(i5825, il cui log. e 
•t. -Si moltiplichimi li millimetri in aii è espresso il baroinclro metrico per ^,3707 9, 
rn *‘ k>g. f i*5<)5i742<[ . ^ . 

Si Vidurxjuo le «ilire .scale trnnomclriclic a quella di Iahrenheit, come sieguC:^ 

1. J.i g»*adi del termometro di Retiumur si ìrtoltiplicliiuo per ^ , o per 2>2J ; c si. 
^iofiLMim 3al al prodotto. . ; 

•».. 4 À gra di idei t*nn, ce litigi 'tulu si moltiplichino iicT J , o por c *1 acum- 

ino T?. al m’pdotto. 


Tav. XXI. Corre- 
zione ileltc lasse ri 
frazioni. 

T =r Termometro 
B = Barometro 



j Secondi di arco 

dal 

da moli ini. nei' 

Zenit 

T— 60 

tì-3o 

° 

11 


"fi. o 

-0,01 a 


78. 0 

-0,018 

ri 

So. 0 

-o,o3p 

+0,0.4 

82. 0 

-o,o53 

+0,08 

Ha. Su 

-o,0t)3 

+o,m 

83 . 0 

-o >^4 

■fo,i 1 

83 , 3 .. 

-0,089 

+0,1 3 

84. O 


+ó,t6 

■Sj. 3 o 

-0, i3o 

+0,20 

Si. 0 

-"» '.->9 

+0,2D 

8?.3<> 

-0,198 

+<),3i 

t8(». 0 

— 0,2^8 

+0,39 

H(i.3n 

-0,317 

+0,3 v 

87. 0 


+ 9,68 

87.n1 

-0,448 

+0,7.3 

87. -a 0 

-0, i 9 ° 

4o,83 

87.3.1 

-o, 53 S 

+P.-9 1 

87. i„ 

-0,593 

+1,01 

87..H) 

*-o,G 5 .i 

+.',‘3 

88. 0 

-0,712 

+1,2(1 

88.10 

-°>799 

+', 4 ' 

88.9.0 

-o.S^ 

+ 1,59 

S8.3,, 

-"■'J'V 

+',;y 

SS. jo 

'1, 101 

+2,02 

SS. >n 

-i,a 3 i 

+2,29 

89. 0 

— 1 ,3 So 

+2, Gl 

89. IO 

- 1 , 55 , 

+2.-98 

Si). 90 

-■ ,7 IO 

+3,41 

89. 3g 


+3,93 

89 jo 

-2,9)1 

+ 1,04 

89. Do 

- a, r, .io- 

+5,2(1 

90. 0 

-L!)°y 

+6,12 

90. I 0 

-3,33o 

+7,12 

(y0.90 

-.3,82.3 

+8,3. 

90.80 

-4,40?. 

+ 9 > 7 5 


Tav. 

XXlfi. Parallasse del 

O 


Armoni 

Disiamo- 

Tal Zenit. 


b 

r 

ò 

-a c” 

;3.g 

-Hp 

O . 
S > 

* 0 

— - 

£ 0 

<0 

■ » = 
rz ’T* 

S f. 

§ 2 

» i 

. z 01 
'O < 

& 

Tc 

s 

0 

Ir 

• Il 

II 

II 

Il 

II 

II 

0 

0,00 

0,110 

0,00 

0,00 

l > ,00 

0,00 

0,00 

3 

0,76 

0,76 

'>',;G 

0,75 

°,7 4 

o,7l 

"•7 1 

IO 

1 ,52 

1 ,12 

l,ÒI 

* , 19 

>,48 

>,47 

> >47 

15 

2,2(1 

a, 26 

9,9 5 

2,l3 

2,2 I 

1,19 

'*>>9 

ao 

1 >99 

2,98 

2>97 

2,91 

+;9 + 

•>,90 

2,89 

ao 

3,70 

8,69 

3,67 

3,64 

3,6o 

3,58; 

3,57 

3o 

4,3" 

4,36 

4,3', 

4,3o 

4,26 

4,’4 

4,23 

35 

>,02 

.2^11 

4,98 

4,93 

4,89 

4,8»,- 

1-8 > 

4o 

i,(rj 

5, Ci 

5,58 

5,53 

.1,48 

5,45 

5,4 4 

45 

6, 1 9 

6,17 

G,i 3 

(>,08 

djo3, 

5.99 

J,y 8 

5o' 

''•7" 

G,G8 

6,64 

6,59 

6,5.3 

6,49 

6.J8 

r 

7, >7 

7, <5 

7 ," 

7,o.| 

*'>99 

6,91 

6,93 

do 

7,i« 

7,5(. 

7,-ii 

7,45 

7,>9 

7,3 4 

7,33 

6j 

7-93 

7-9' 

7,80 

7,79 

7 > 7 ^ 

j,68 

;d>7 

70 

8,2 2 

S,lo 

8,Ì5 

8, 08 

8,01 

7,97 

7 » 9 > 

7-V 

8,45 

8.43 

8,38 

S,3o 

8,2-4 

8,19 

8,17 

So 

8,62 

8,59 

8,5} 

8,47 

8,40 

8 : 3 .j 

8,33 

85 

8,73 

8,69 

8,6 j 

8,5(1 

8,5o 

8, 4 i 

8,42 

9° 

8,78 

8,73 

8,6; 

8,60 

8,53 

8,48 

8j!)(Ì 


T fK 

TaY.XXVI JOhMiqui 

l_td nietlifi del PC celi/ 
tica , c sue annuo de 
crenicnlo'. 


’-J 

£ 

cL 

W 

Olilditj. 

mpiia 

3 

u 

0 

!§ 
8 = 

.Olili 

! 3 “. 27 <. 


n , il 

1 Hoo 

80,74 

V 

0, |.)j 

1 Si 0 

1,1.19 

2 

0,010 

!; 89 i 

1 Km 

46,64 

3 

1 S 3 n 

42,09 

4 

1,819 

1 S jo 

37,55 

s 

2,274 

18 30 

33,00 

r> 

2,729 

1 . 8 1 !.. 

28,15 

7 

3,18 4 

1 870 

23,90 

8 

3 ,q ?8 

1 SSo 

19 , 3.5 

9 

4,093 

4,548 

1 89“ 

> 9 °° 

l.f >8 1- 
10,26 

IO 


Tav. XXIV: Nutazione Lu- 
nare per Colli. dell Jìnlìtt . 
jlrg. Long, ilei Nodo Lunata. 


Long. «fl, 

Nutu’z. 

Long. JJ, 


S fi 

11 . 

s 


0 . . 0 vi. 

+9,36- 

XII. 0 VI 


IO 

+9,21- 

ao 


•2Q 

+8,79- 

10 


I. u VII 

4S,lo— 

XI. 0 V 


IO 

+7,12- 

ao 


. 20 

+6,01- 

IO 


U. 0 Vili 

+ 4 , 68 - 

X. 0.1 V 


10 

+3,19- 

20 


20 

+.,(>2- 

IO 


III. 0 IX 

4.0,00 

IX. 0 m 







Tav. XXV. Nutazione So 
lare per C olllujnitii del 
t f eclittica . ' 

Argina. Longitudine del Sole 


Long. Q 

Mutai. 

Long. 9 

a s 

0 . 0 III 

i 5 

fi 

+o,'j 3 - 
+0, 38 - 

s s 

Y{. oIX 
li 

1 . 0 IV 

i 5 . ’ 

40 , 22 - 

0,00 

VII. oX 
i 5 

II. 0 V 
io 

III. oVJ 

-ni, 22+ 
-o, 38 * 
-0,43+ 

VlILo XI 
i 5 

IX. 0 XII 


Digi 


'Oglej 
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Tav. XXVII. Per ri- 
durre il tempo in deci 
mali del Telino. 

Occ^delìatiiu 


Gioirli 
del mese 


n Gi-nnnjn 
o l'cblir.i|0 
v Marzo 
o A prile 
0 Moggio 
o Giugno 
o Luglio 
o Agosto 
o Selle-in. 
o Ottobre 
Ò Novero, 
p Dicemb. 


colmili, lusest. 


o, 00,00 
o,o84 0 
0,1616 

°»* 4 u® 

o, 3 -iS 8 
o,4 i 3 ; 

i,58o8 

o,G668 

°.74;9 

Mtai 

°f<j i5i 


0,0000 
0,0847 
o, 1 

0,^4 sii 
o, 33 q 3 
o, |i5>3 
«!»?»> 
0,08 SO 
■0,6667 

•»74*4 

o ,8338 
0,91 53 


■ i’cc giorni 


7 

t 


9 

10 

no 

3 0 

31 


ijeriniali 
diir .inno 


0,0007 
o,oo 5 j 
0.0081 
0,0 1 1 o 

0,0137 
0,016.4 
0,0191 
o,on 1 9 • 

°i «*»47 
. 0,0374 

0,0648 

0,0813 

o,oS 4 f) 


Peroie 1 
a 
.3 
6 
9. 

13 

■ |5 

j8 

31 

a 4 


0,0001 

0,0003 

o,ooo 3 

0,0007- 

.0,0010 

0,00 1 4 

P1O017 
0,003 I 
0 , 00 » 4 
0,0037 


l AV.XXVUt. Per ridurre il tempo 
in giorni dell'anno , e decimali di 


Giorni 
del mese 

Gio.del l'anno 

conni Ò 

bisesti! 

0 Gennaio 

0 

O 

0 febbraio 

3 i 

3 » 

0 Maino 

a 9 

Co 

0 Aprile 

9 “ 

9 ' 

» Maggio 

i.ao 

lai 

n Giugno 

IDI 

i 5 a 

0 Luglio 

181 

182 

n Af;n*to 

aia 

ai 3 

0 Sette ni. 

343 

a 44 

0 Ottobre 
0 Novelli 

373 

374 

3 o 4 

3 o:i 

0 1) areni b. 

334 

335 


Ore 


• 1 
1 

3 

4 

5 
c 

7 

8 

9 

10 

11. 

13 

i 3 

'4 

1 5 

16 

>7 

18 

19 

20 
ni 

33 

'n .3 

a 4 


Giorni 


0,0416: 

0,o833: 

0,1300: 

0,1666: 

o,io83. 

0,2600: 

o,3i)i (i: 

0 , 3333 : 
0,37.10: 
0,4 166: 
o, 4683 : 

0,6000: 

0,6416: 

0,6833: 

0,6280: 

0,66661 

o, 7 oS 3 : 

o^oooo: 

0,7916: 
0,8333: 
0,8780: 
04) 1 (i6t 

0,9683: 

1,0000: 


.Vini. 


30 

3o 

40 

60 

60 


Giorni 


o, 00069 
0.001 38 
0,00208 
0)00277: 

o,oo347 

o,oo 4 1 6 
0,00486 
0,00 656 : 
0,00626 
0,0069} 

o}oi388. 

o,03o83: 

0,02777: 

o,o347 a; 

o,o4>66'. 


Scc. Giorni 


0 , 0000 | 
0,00003 
o, rxioo3 
o,opoo5 

OjOikiqQ 


0,00007 

0,00008 

0,00009 

0,00010 

0,00012 


0,00023 
o,ooo35 
0,000 }6 

o, 000.58 
o,oootìg 


r*v.xxix. 

Per ridurre 
il tempo in 
decimali di 
ora. 


Min. 


8 

9 ; 

i>o 


Ore 


>,01666: 
0 , 03333 : 
0,06 

3,06666; 

o,o 8333 : 


9,1. 

0,1 1666: 
,,i 3333 : 
J, 1 5 
,,16666; 

i, 33333 . 

0,6 

0,66666; 

,83333 




Scc. 


Ore 


0,000-17: 
o,ooo55: 
o,ooo83: 
:>,ooi 1 1: 
0,00 1 38: 

0,00166: 
0,0019}: 
0,007 ìu : 
0,00^56 


0,00)03 

O,oo833 
0,011 1 1 
0,0 1 388 
q,oi 6 ò( 5 j 


Digitii 


Li due punti al l'ut lima cifra ne indicano la replica alrinGnito. 


TàV. XXX. A rgornenti per calcolare 
la latitudine del Q. 


Argomenti 

A 

B 

C 

u 

Costanti 

97 5 

439 ? 

3*7 

27,2 

Kpocbe 





C i^ 5 o 

>49 

1 1 3 

n4 

20,2 

C 1800 

■ 48 

36 a 

4 > 

22,8 

B 1820 

626 

, >98 

262' 

6 .7 

B 1840 

129 

33 

67 

18,8 

B 1860 

606 

3 og 

288 

3,8 

B 1880 

109 

145 

92 

> 3,9 

C 1900 

687 

420 

3 l 2 

0,8 

Moto degli 




| 

argomenti 

A 

B 

c 

U 

per Anni 





1 

365 

365 

365 

I 1,2 

2 

•j'io 

291 

3 1 5 

22,5 

3 

120 

«17 

264 

6,5 

B 4 

485 

■ 42 

212 

17,8 

5 

85 1 

68 

l6l 

2,8 

6 

241 

433 

109 

>4,0 

7 

606 

359 

58 

25,3 

B 8 

97 ' 

285 

5 

9,3 

9 

36 j 

a W 

3 7 « 

21 ,5 

IO 

7 2 7 

>37 

319 

5,6 

4-1 

"7 

63 

268 

16,8 

B li - 

482 

428 

216 

0.8 

i 3 

8', 7 

354 

i 65 

| 3 , 1 

>4 

a 3 7 

280 

■ i3 

24)3 

i 5 

602 

206 

.<>2 

8,4 

B 16 

9&‘7 

i 3 a 

IO 

19,6 

>7 

3.Ì7 

58 

376 

4,6 

18 

723 

4 a 3 

324 

' 3,9 

n " J 

1 1 3 

349 

273 

27,1 

B ao 

478 

a 7 5 

221 

11,1 


Fate le somme dcll’e/wcAe e del moto de- 
fili argomenti: e sottraetene la costante quando 
le somme ne risultassero maggiori. Indi a tali 
somme o residui aggiugucte il numero dei 
giorni dcU'amio, cd avrete le quattro somme 
per la Tav. XXXI. 


Tav. XXXI. Latitudine del AÌ 

corrispondente ai tre areome 
ti A, il, C. 


Somma 

preparata 

rolla tavo- 
la XXX. 

A 

B 

c 


II 

II 

II 

0 

+0,10 

+0,16 

+°,i 4 

5 o 

+0,09 

+0,10 

+°,2.l 

100 

+0,07 

+0,00 

+0,08 

i 5 o 

+ 0,04 • 

^■0,11 

-0,10 

200 

+0,00 

-0,16 

-0,21 

a 5 o 

-o,o 3 

-0,14 

-o,i 3 

3 00 

-0,06 

-0,04 

- 0 ,H 

35 o 

-0,09 

+0,07 

+0,08 

4oo 

-0,ri 

+o,i 5 

+0,21 

45 o 

-0,1 1 

+0,l6 

+0,24 

5 oo 

-0,10 

+0,09 

+0,1 3 

55 o 

-0,09 

-0,02 

-0,04 

600 

-0,06 

-0,1 3 

-0,20 

6óo 

-o,o 3 

-0,16 

- 0,23 

700 

+0,01 

-0,12 

-0,16 

75 o 

+0,04 

-0,02 

+0,01 

800 

+0,07 

+0,09 

+0,17 

85 o 

+0,09 

+0,1 5 

+0,24 

900 

+0,11 

+0,1 5 

+0,18 

95 o 

+0,11 

+0,07 

+0,00 

IOOO 

+0,10 

-0,04 

-0,08 

io 5 o 

+0,08 

-0,l4 

-0,25 

ì IOO 

n 0,05 

-0,16 

- 0,20 

1 1 5 o 

+0,02 

-0,1 1 

-0,07 

1200 

-0,01 

-0,00 

+0, 1 3 

1230 

— 0,03 

+0,1 1 

+o,a 3 

■ 3 oo 

-0,08 

+0,16 

+0,21 

i 35 o 

V. 

-0,10 

+0,14 

+0,04 



io8 



Tav XAA 11. l'ut 
latitudine del So 
con la tav. ÀÀ 

tori della 
le. trovata 

ÀI 

Giorno 
dell' anno 

•all ore 
icr l’A - 
censio- 
ìcUclla 

fattore 
per la 
1 (celi- 
amone 

Giorni del 
illese 

Q 

- 0,00 

+1 ,00 

Gennaio i 

Li! 

- 0,16 

+ 0,99 

in 

2 D. 

—0,23 

+ 0,98 


Ii2 

-o.'iS 

+o,<)G 

li 

il! 

-0,33 

+o,i)5 

Febb. 1Q 

5n 

—0,36 

+o.9l 

20 

im 

-o,38 

+o,g3 

Marzo a 


-o, 3 9 

+0,92 

12 

fin 

- 0.40 

+0.92 

22 

• 1 PO 

-o,3<) 

H 0,92 

Aprile 1 

— o,3b 

+o,<j3 

+0.93 

- 1_J 

Ilo 

-Oj36 

21 

i otn 

-o,33 

+o,o5 

Maggio 1 

I 3tr 

-0,2Q 

+0,96 

1 1 

iio 

-o,a3 

+0,<)S 

31 

1 5o 

-o,< 7 

+0.99 

li 

iGo 

-0,10 

+ 1,00 

Giugno lo 

, 

-0,02 

+ 1,00 

• 2n 

j8o 

+ 0,06 

+ 1 ,00 

3o 

là s 
200 

+ 0 . 1 3 

+ 0,00 

Luglio 10 

+0,20 

+Q.9Ì* 

_2L* 

> 1 o 

+ 0,26 

+0,97 

Ù£L 

220 

+o,3 1 

+0,96 

Agosto. 9 

a3o 

+ 0,34 

+0,94 

19 

a4° 

+'),3; 

+ 0,93 

39 

j5o 


+ 0 ,Q 2 

Scttem. ii 

atto 

+o, 4 o 

+0,92 

lfi 

25 o 

+ 0,^0 

+0)92 

2 ÌÌ 

ofi< 

+o,3q 

+0,99 

Ottobre, fi 

2<)0 

+0.3;' 

+o,o3 

Lfi. 

2fi 

3 oc 

+o,35 

+",91 

3_lc 

+ o,3i 

+Oj22 

Novcin. 1 

32C 

+0,9-0 

+ 0 , 1)7 

11 

33< 

+ 0,20 

+ 0,98 

27 

34. 

+0,1 3 

+0,99 

Diecm. 7 

1 35 r 

+o,o5 

+1,00 

• ^ ! 

I 36c 

-o,o3 

+ 1,00 

2 ; 

| 36. 

- 0,06 

+ 1 ,00 

Gennaio o 


La somma delle cqnazionccllc A, B, C, 1) darà la latitudine del Sole. 
La latitudine molli|»lirata per li fattori della tav. XJ£Xll avuto riguardo 
ai segni, si applicherà all'Alt, ed alla Dcd. calcolate per convertirle nelle os- 
servate. Se Li Declina/., del Q è australe si cambia il segno alla Lat. ui Ucci. 


gle 
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Tav. XXXIII. Epoche e movimenti della Longitudine inedia 
del Sole , dell Apogeo del Sole, e del Nodo Ann are per pre- 
parare sii argomenti dell' Aberrazione e della Nutazione. 


K poche a 
mezzodì 
medio dei 
3i Uic. 

Longitudi 
nc media 
del Sole 

Longitu- 
dine dell' 
Apogeo 

Longitu- 
dine del 
Nodo 

1 7.O0 c 
1800 c 
ii)oo C 

• 0 

!)• 9. 09 
9- 9, »7 
9‘ 9> 65 

S O 

3. 8, 61 

3. 9, 4: 
3.1 1, 19 

s 0 

9.10, 33 
1. 3, 26 
8.19, 13 



Movimenti 

In anni 

della Lon- 
gitudine 
media (J 

della Lon- 
gitudine 
Apogeo 

del sup- 
plemento 
del Jk Lu- 
nare 

I 

* .2 

3 

* O 

' 1 .ag, 76 
1 1 .ag, 03 
1 1 .39, 38 

O 

0, 02 
0, o3 
0, o5 

s 0 

1 1 . 1 0, 67 
10.21 , 34 
10. 2, 01 

B 4 

5 

6 

7 

0. 0, d3 

"•39. 79 
1 1.39, 55 
11.39, 3i 

O, O7 
0,09 
0, IO 
. 0, 12 

9.13, 63 
8.23, 3o 
8 - 3, .97 

7.14, 65 

B 8 

9 

10 

1 1 

°..o, p6 
Il.3g, 83 
1 1 .39, 58 
1 1 .39, 34 

0, 14 
0, i5 
0, 17 
°> '9 

6.20, 26 
6. 5, 93 
5.i6, 61 
4.37., 28 

0 12 
lì 

>4 

1 5 

0. 0, OJ) 
1 1 .29, 8.) 
u.39, 6 ' 
1 1 .39, 38 

O, 21 
O, 22 

0, al 
0, 2G 

4- 7> 9° 
3 . 18 , 57 
2.29, 24 
a - 9. 9' 

B 16 

«7 

18 

>9 

0. 0, 13 

1 1 .39, 88 

1 1 .30, 64 

11.39, 41 

0, 38 

2 9 
0, 3i 
0, 33 

1 .20, 53 
1 . 1 , 20 
0.1 1, 87 
1 1 .22, 54 

B iu 

n 40 
11 r>o 
15 80 

U 100 
C 100 

0. 0, i5 
0. 0, 3 i 

0. 0, 40 

0. 0, Gì 
0. 0, 77 
1 1.39, 78 

0, 34 

0. 69 

1 , o3 
i,38 

1,73 

1,73 

11. 3 , 16 
10. 6 , 32 
9* 9) 4? 

8.12, <>4 

7. là, 81 
7. 1 5, 86 


Li movimenti per gli anni e per li giorni 
raggiungano nll’cpociie rispettive. T.'n tong. 
ilei $ole per un’altro meridiauo, se a Po- 
nente di .Palermo si aumenti, se a Levante 
si diminuisca Hi o-oji X eliti*, dei meriti: 
i.t ore c decime. 



Movimenti 

In giorni 

della Lon- 

del sappi. 


gitud. 0 

«fc* JL <f 


• 0 

» 0 

1 

0. 0, 99 

11.39, 95 

2 

>» 97 

1 1 .39, 89 

3 

0. 3, 9(1 

1 1.29, 84 

4 

0. 3 , 94 

"■ a 9 > 79 

5 

0. 4,93 

u.29, 73 

6 

0. 5 , 91 

1 1 .29, G8 

J 

0. 6, 90 

1 1 .29, 63 

8 

o- 7 i «9 

11.39, 58 

9 

0. 8, 87 

11.29, 53 

lo. 

0. 9, 86 

i 1.39, 47 

20 

0.19, 71 

11.28, 9| 

3 o 

0.29, 67 

1 1 .28, 4> 

4 ° 

1 . 9, 43 

1 1 .37, 88 

5 ó 

1.19, 28 

1 1.37, 35 

60 

1.39, 14 

1 1 .26, 82 

7 “ 

2. 9, 00 

1 1 .36, 39 

80 

2.18, 85 

1 1 .35, 76 

9 ° 

2.28, 71 

1 1 . 2 . 5 , 23 

100 

3 . 8, 37 

".24# 70 

200 

6.17, i 3 

• «-» 9 > 4 » 

3 oo 

9.35, 69 

11.14, ' ' 



Tav. XXXIV. Equazione dt;l- 
I tubila per convertire la 
Longitudine Q in ellittica. 


ytrgom. Long.Q — Long. Apogeo 


- 

o° 

io u 

20° 

3 o<> 


■Negli r 

0 

0 

0 

0 


ó 

0,00 

0,24 

0,4 1 

0,59 

XI 

1 

«759 

0,76 

°i 9 ‘ 

i,o 3 

X 

ir 

1 ,o 3 

1,12 

.,18 

1,20 

IX 

111 

1 .20 

1 >>9 

1,14 

1 .o 5 

\ MI 

IV 

' ,oà 

0,9.3 

0,78 

0,61 

VII 

V 

0,61 

0,42 

0,^! 

0,00 

VI 

segni 


3 o" 

30 ° 

10° 

o n 

+ 


L’equazione dell Orliila si iattrag- 
ga tra O e VI di Argon), si ag- 
giunga tra Vi c XII di Argani. 


| 


300 

T*v. \XXV. Aberrazione in Ascensione licita. 
Jrg. Ascensione Retta < Iella stella, c Long, del Sole. 


| Long. © 

o 

10 

30 

3 o 

4 ° 

5 o 

. 


i So 

190 

300 . 

310 

310 

a 3 o 


* .N 

0 o Vi 

IO 

j 30 

1 o VII 

IO 

30 

-i 1,674 
-1.8, 3 y+ 
-17,55+ 
-1(1,17+ 
-i 4 , 3 o+ 
-ia,oo+ 

—1 8,37+ 
-18,71+ 
-if}, 48 + 
-' 7 . ( * 9 + 

-16,35+ 

-i 4 , 5 a+ 

11 

-17,55+ 

-18,48+ 

-18,87+ 

-18,67+ 

-17,9'+ 

-16,61+ 

Il 1 ■ 
-16,17+ 

-■ 7 >® 9 + 

-18,67+ 

-19,10+ 

-i8, 9 3+ 

-18,19+ 

-i^, 3 o+ 

-i 6 , 36 + 

-' 7 > 9 a + 

-18,91+ 

-' 9 ) 37 + 

-ig,aa+ 

11 

- 13 , 00 + 

-i 4 , 5 a+ 
-16,61 + 
—18,1»)+ 

-19,23+ 

—1 9,6(1+ 

A 

VI d 

30 
.IO 
V 0 

30 

IO 

S 

XII 

XI 

li oVIll 

IO 

30 

nr o ix 

IO 

30 

- 9 , 34 + 

- 6 , 38 + 

- 3 ,a 5 + 

- 0,00+ 
+ 3 ,a 5 - 
+ 6 , 38 - 

-ia,a 5 + 

- 9,61+ 

- 6,67+ 

- 3 , 34 + 

- o,a8+ 
+ *, 97 - 

-14,80+ 
-la, 54 +. 

- 9 , 9 ' + 

- *>,96+ 

- 3 , 8 i+ 

- P, 54 + 

-16,88+ 

-i 5 ,io+ 

-ia, 83 + 

-10,18+ 

- 7,aa+ 

- 4 >o 3 + 

-18,48+ 

-17,18+ 

-16,37+ 

-13,09+ 

-10,40+ 
T 7 , 4 »+ 

-19.5o+ 

-18,74+ 

-17,44+ 

-i 6 , 5 <i+ 

-i 3 ,a 8 + 

-io, 55 + 

IV Q 

30 
IO 
111 O 
30 
IO 

X 

IX 

IV oi x 

• lo .' 
30 

V O XI 

IO 

30 

VI o XII 

4 9 . 3 ',- 
+12,00- 
+1 4 , 3 o- 
+ 16,17- 
+ 17 , 05 - 
+18,39- 

+ 18,67- 

+ 6 , 1 3— 
4 9,11- 
+1 1,81— 

+' 4 . lS - 

+16,06- 

+> 7 , 49 " 
+ i 8 , 38 - 

+ a . 74 * 
+ 5 , 94 " 
+ 8,96- 
+11,73- 

+i 4 .n- 

+16,07- 

+ 17 , 55 - 

- ", 73 + 
+ 3,59- 
+ 5 , 84 - 
+ 8,91- 

'+* ' ,71- 
+ 14,16- 

+16,(7- 

- 4,17+ 

- o, 83 + 
+ a, 54 -. 
+ 5 , 84 - 
+ 8 , 65 + 
+1 1,82- 
+14, 3 o— 

- 7,5o+ 

- 4 , a 3 + 

- o,8a+ 
+ a, 5 a- 
+ 5 , 91 - 

+■9,11- 
+ 1 3 .qo- 

li ovili 

301 

id 

I 0 VII 

30 

IO 

0 0 VI 


irto 

t 7O 

160 1 jòo 

140 ' 

.1 3 o 

Long. © 

l 360 

35 o • 

340 1 3.10 

3 ao 

ilo 


Long. © 

5o 

(io 

7 ° 

80 

9 ° 


3 io 

340 

3 ÓO 

360 



A S 

0 d VI 
10 

30 

1 0 VII 

IO 

\ * 30’ 

ii 

- 13 , 00 + 

-i 4 , 5 a+ 
-16,61 + 
-18,19+ 
-19,33+ 

-19,66+ 

li ' 

- 9.34+ 

-12,25+ 

-14,80+ 

-16,89+ 

-18,48+ 

-19,51+ 

11 

- 6 , 38 + 

- 9 > (il + 

-12,54+ 

-i 5 ,io+ 

-17,30+ 

-18,77+ 

II 

- 3,34+ 

- 6,69+ 

- 9 > 9 °+ 
- 13 , 81 + 

-i 5 , 37 + 
-17,45+ 

11 

— 0,00+ 

- 3,53+ 

- 6,9(5+ 

— 10,18+ 
-1 3,07+ 
-1 5,604, 

t 8 

VI 0 XII 

30 

IO 

V 0 XI 

30 

IO 

II 0 vm 

1 ,o 
30 

III O IX 

IO 

30 

-*9.5o+ 

-18,74+ 

-'7.44+ 

-15,59+ 

-i 3 ,a 8 + 
—10,5 j+ 

-' 9 > 94 + 

-19,76+ 

-18,98+ 

-17,63+ 

-•5,74+ 

-i 3 , 38 + 

~' 9 > 77 + 
-20, 1 5 + 

-' 9 > 9 ’+ 
-19,12+ 
-17,73+ 
— i 5 , 79 + 

-18,98+ 

~' 9 > 9 l+ 

-ao,3o+ 

-20,04+ 

—19,18+ 

- 17 . 73 + 

- 17 , 63 + 

-19. '4+ 

- 30,0 5 + 
-cio, 35 + 
-ao,oà+ 
-19,14+ 

IV 0 X 

30 

IO 

III 0 IX 
30 

*' 

IV 0 X 

IO 

30 

V 0 XI 
10 

30 

VI 0 XII 

- 7,5o+ 

- 4 .^ 3 + 

- 0,82+ 

+ 2,39- 
+ 5 , 94 - 
+ 9 ."- 

+ 13 , 00 - 

-10,59+ 

- 7>5o+ 

- 4,18+ 

- o, 73 + 
+ 3 , 74 - 
+ 6,1 j- 
+ 9 . 34 - 

—1 3,38+ 
-io,63+ 

- 7 . 4 ;+ 

- 4,o3+ 

- 0,54+ 

- 

+ (>, 38 - 

-15,74+ 
-t3,28+ 
-io, 40+ 
- 7,22+ 

— 3,82+ 

- 0,28+ 

+ 3,24- 

-17,63+ 

-15,59+ 

-13,07+ 

-10,18+ 

- 6,96+ 

- 3 ,S 3 + 

+ 0 , 00 - 

Il 0 vili 

30 

IO 

C 0 VII 

30 

10 

0 0 VI 


i3o 

1 30 

Ilo 

lOO 

9'» 

Long. © 


3in 

ino 

'Ufo 

380 

• 27 » 


Moltiplicate per la tremile della Ordinazione. 

Ila iSo° a 36 o° di AH. cambiate i segni della tavola. 


Digitized by Google 
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Tav. XXXVI. Aberratane in Declinazione. Prima parte. 

Arg. Ascensione lidia della stella, e Long, del Sole. 


Long. © 

O 

IO 

* 30 ’ 

' 30 

4° 

5o 


180 

190 

300 

310 

330 

■ 23o 

• 

• 

II 

+ '4 25- 

n 

11 

II 

II 

1 *» 


0 

I 

o VI 
1° 

20 

o VII 

IO 

ao 

- 0.00+ 

- 3,63+ 

- 6,jG+ 

+(o,i8+ 

-i3,P7+ 

-i 5,6 o+ 

+ r; 38- 

+ 9.34- 

+ 6,15- 

+ 2 »74- 

- 0,73+ 

- 4,17+ 

- 7,5o+ 

+13,01- 
+ 9,11- 
+ 5,96- 
+ 2,60- 

— o,83+ 

- 4,23+ 

+14, 3o- 

+1 1 ,81- 

+ 8,96- 

+ 5,84- 
+ 2,54- 

- 0,82+ 


0 VI 

30 

10 

• V 

30 

IO 

- 0,29+ 

- 3,82+ 

- 7,23+ 
-10,40+ 
-13,37+ 

+ 3 ,97* 

- o,56+ 

- 4 ,o 3 + 

- 7,40+ 

-10,54+ 

• 

XI 

II 

o Vili 

-17,63+ 

-i5,74+ 

-1 3,38+ 

-10,59+ 

- 7,5o+ 

- 4,17+ 

X 

0 IV 


■ 1Ó 

-19,14+ 

-17,7.3+ 

-i5,8o+ 

-ri 3,38+ 

-10,54+ 

- 7,40+ 


30 


30 

— *o,o5+ 

-19,18+ 

-, 7>74 + 

->5,(>4+ 

-i3,2H+ 

-10,40+ 


IO 

III 

o IX 

-20,35+ 

-20,04+ 

-19,13+ 

-17,63+ 

-i5,6o+ 

-1 3,o8+ 

IX 

0 ni 


IO 

-20,00+ 

-ao,3o+ 

-'9>95+ 

-18,98+ 

-*7,44+ 

-15,37+ 


30 


30 

-'!),! 1 + 

“'D.94+ 

-30,1 5+ 

-19,76+ 

-18,74+ 



IO 

IV 

o X 

-17,63+ 

-18,98+ 

-'(>>76+ 

-‘9,94* 

-19,60+ 

-18/18+ 

Vili 

0 il 


IO 

-1 5,Cm+ 

-17,46+ 

-18,17+ 

-»9,:jo+ 

->9> 6 7+ 

-19,22+ 


30 


*30 

-13,47+ 

-i5,38+ 

-17,26+ 

-18,43+ 

-19,23+ 

-'9,37 + 


10 

V 

’ o- Xi 

-10,18+ 

-i»,8a+ 

-i5, 10+ 

-16,89+ 

-18,19+ 

-18,93+ 

VII 

0 1 


IO 

- &,£>(>+ 

9,90+ 

-I2>;>4+ 

714,80+ 

-16,61 + 

-‘7,9‘+ 


3Ò 


30 

— 3,53+ 

- 6,67+ 

- 9,(Ì2+ 

-12,25+ 

-■4,53+ 

-i6,35+ I 


IO 

VI 

o XII 

- 0,00+. 

- 3,25+ 

— 0,38+ 

“ 9,34+ 

-13,01+ 

-i4,3o+ | 

VI 

0 0 


1 i*' 

»8n 

>7° 

160 

>5o 

140 

■ 3 o | 

Lotte. Q 



3 (io 

35 > 

340 

33 o 

330 

3io 


• 


I *1 ■' < . [ y Tregue 


Long. © 

M 

60 

7 ° 

80 

9 » 


23 o 

'2)0 

i 5 o 

260 

370 

& s 

0 0 VI 

IO 

30 

1 0 VII 

IO 

30 

1 1 

+i/|, 3 o- 
+ 1 1,81- 
+ 8,96- 

+ 5 , 84 - 
+ 2,54- 

- 0,82+ 

+iS,i7- 

+14,16- 

+11,72- 
+ 8,91- 
+ 5 , 84 " 

+ 3 , 59 - 

• a 

+17,55- 

+16,07- 

+■4, li- 
ti 1,72- 
+ 8 ,g 5 - 
+ 5,94- 

tifa- 
ti 7, Go- 
tte, 07- 

+14, iò- 
ti 1,82- 
+ 9,11- 

11 

+i 8 , 63 — 
+18,39- 
+ 17 , 55 - 
+16,17- 
+i4> 3 o- 
+12,00- 

* 5 

XII 0 VI 

20 

IO 

XI 0 V 

30 

IO 

II ovili 

IO 

20 

III 0 IX 
10 

30 

- 4,17+ 

- 7,40+ 

- 1 0,^0+ 

—1 3,08+ 

-15,37+ 

-17,19+ 

- 0,73+ 

- 4 >o 3 + 

- 7 , 23 + 
-10,18+ 
- 12 , 83 + 
-i 5 ,io+ 

+ 3,73- 

- o, 5 .j+ 

- 3 , 9 )+ 

- 6,96+ 

- 9 > 9 °+ 
-12,54+ 

+ 6, 1 4 — 
3 >97 " 

- 0,28+ 

- 3 , 53 + 

- 6,67+ 

- 9 > 6 i + 

+ 9 > 3 4 - 
+ 6 , 38 - 
+ 3 ,a 5 - 

- 0,00+ 

- 3 , 25 + 

- 6 , 38 + 

X 0 IV 

30 

IO 

IX O III 

30 

IO 

IV 0 X 

io 

30 

V 0 XI 

IO 

30 

VI 0 XII 

-18,48+ 

-19,32+ 

->9,37+ 

-18,93+ 

-< 7 > 9 >+ 

- 1 ( 5 , 35 + 

-i 4 , 3 o+ 

-16,89+ 

-18,19+ 

-18,93+ 

-19,10+ 

-18,67+ 

-17,69+ 

-16,17+ 

-■4,8o+ 
-16,61 + 
-17,90+ 
-18,67+ 
-18,87+ 
-18,49+ 
-17,55+ 

-12,20+ 

-i 4 , 52 + 

-i 6 , 35 + 

-17,70+ 

-‘ 8 , 49 + 

-18,72+ 

-i 8 , 38 + 

- 9 > 3 4 * 

-12,00+ 

-i 4 , 3 o+ 

-16,17+ 

- 17 , 55 + 

-18,39+ 

-18,66+ 

Vili 0 II 

30 

IO 

VII O I 

30 . 

IO 

VI 0 oi 


1 3 o 

130 

1 IO 

IOO 

9 ° 

Long. Q 1 

3 io 

3 00 

290 

280 

370 


Noltinlicate per il seno della Declinazione (Tav. XLVI). 
Da i8<> a 3 (io di Ali. cambiate i segni della tavola. 



Lon. Nodo 


li «Vlil 
10 
ao 

III 0 IX 

IO 

ao 

- 4, 6 9* 

- 3,. 9+ 

- 1 ,6 j+ 

- O(oo+ 
+ 1,62- 
+.3,19- 

- 5,66+ 
* 4>3o+ 

- 2,80+ 

- 1,22+ 
+ 0,4.- 
+ 2 ,o 3— 

- 6,46+ 

- 5,a5+ 

- 3,88+ 

- 2,39+ 

- o,83+ 
+ °»77 — 

IV 0 X 

IO 

ao 

V 0 XI 

IO 

ao 

VI 0 XII 

+ 4,69- 

+ 6,02- 

+ 7»'7“ 
+ 8,1 1- 
+ 8,80- 
+ 9,21- 
+ 9,36- 

♦ 3,56- 
+ 5,oo- 
+ 6,29- 

+ 7,?7~ 
+ 8,2$- 

* 8,86- 
+ 9,21- 

+ 2,33- 
+ 3,83- 
+ 5,ai- 
+ 6,43- 
+ 7,45- 

+ 8,25 - 
+ 8,8o- 


180 

170 

160 


3o 

4° j 

aio 

aao * j 

a 

- 8,u+ 

- 8,59+ 
8,80+ 

- 8,79+ 

- 8,44+ 

- 7,88+ 

ir 1 

- 7,18+ 

- 7,83+ 

- 8,27+ 

-.8,44+ 

- 8,37+ 

- 8,04+ 


TiV- XXXIX. Nn/axicme in AR, Seconda parte. 

Ar%. Ascensione Retta della stella, e Longitudine del; Nodo 


- 9 , 36 + 

- 9» a, + 

- 8,80+ 

- 8,1 1 + 

- 7»'7 + 
- 6 , 02 + 


- 7» 6 4+ 

- , V o 7 + 

- 6,3o+ 

- 5,35+ 

- 4)3I4 > 

- a, 95+ 


- 1,61+ 

4- 0,23+ 

+ a,6a- | + 1,18- 
+ a,’54*- 
+ 3,83- 
+ 5,oo- 
+ 6,01— 


Lon. Nodo 


O a VI 
16 
20 

\< o VII 
10 

20 


u ovili 

■io 
• AO 

Ut o IX 

t« 

ao 


- 7,27+ 

- 6,:<* 

+ 6,o3+ 

- 5,i 3* 

- 4 ,08+- 


- 7>*7+ 

- 7,25+ 
-6,99+ 

- 6,55+ 

- 5,90+ 

- 5, 06+ 


- 5,i , 4+ 

- 4,20+ 
-.3,i6+ 

- 2 , 03 + 

- 0,83+ 

+ 0,q0— 

+ 1,63- 


11 ovnr 

ao 

10 

[ o. YIV 


Lon. Nodo 


Molti jilicalc |>cr la tangente ilcda Declinazione (Tav. XL VI ) 

in » 1 S *c la Declinazione è australe da o® a 180'' di A 

Ca.nb.ate i legni della tavola l , a , , orI : nazioIlc é U inei , lc d a l8 o" a 36o" di 
































































Tay. XL. Nutritone in Declinastone. 
■ 4r Ì-' Ascensione Retta della stella, e Long, del Nodo. 


Lon. Nodo 

• 

IO 

20 

So 

40 

So 

' • n.l 

180 

190 

300 

aio 

aao 

23 o 

• a 

0 '~ o VI 
ao 

•IO 

l> o VII 

IO 

20 

i? 

* 0,00- 
>- 1,21+ 

- a, 38 + 
~ 3 /, 8+ 

- 4,48+ 

- 5 .? 4 + 

+ i, 63 - 

+ 0,40“ 

- o, 63 + 

- 2 ,o. 3 + 
+* 3 ,t 6 + 

- 4,20+ 

n 

+ 3 >»<r 

+ 2 , 03 - 

+ 0,78- 

- o, 5 i + 

- 1,78+ 

- 2,96+ 

11 

+ 4 , 4 o” 
+• 3,56- 
+ a, 33 - 

V'° 4 _ 

— +‘£XJIo 4 ’ 
ÀM f 6i + 

+ é,oi- 
+ 5 ,oo- 
+ 3 , 83 - 

+ 2,04- 

+ 1,18- 
+ 0 , 23 + 

IT* „ 

+ 7,1 8— 
+ 6,28- 
+ 3,20- 

+ 3 , 97 - 

+ 2,62- 

♦ i,« 9 - 

s s 

XII 0 VI 
ao 

IO 

XL 0 V 
ao 

IO 

vi o vm 

•IO 

a© 

m o i!x 

90 . 

SO 

V 6,0Ì+ , 

- 6 , 55 + 

- 6,86+ 
* 6,97+ 
- 6,86+ 
» , 6 , 55 + 1 

- 5 ,.it+ 

- 5 . 8 <>+ 

- 6,48+ 

- 6,86+ 
-7,03+ 
- 6 , 97 +. 

- 4 . 07 + 

- 5,06+ 

- 5.90+ 
« 6,. ‘> 5 + 

- 6,99+ 

- 7 ,a 5 + j 

- 2,89+ 

— 4,08+ 
*• 5 ,a 3 + 
«, 6 ,o 3 + 
*< 6,76+ 

7 > a 7 + 

- 1,61 + 
~ 0,90+ 
+4,21+ 

5 , 35 + 

- 6 , 3 ,+ 

- 7.07+ 

£ Ò, 3 o+ 
tv ili) 6 * 
i 3 , 17 + 
- 4 i 46 + 
_ 5,66+ 
-1 6,67+ 

Xj 0 IV 
ao 

90 

I X 0 UI 
ao 
so 

tir/ *> x 

«IO 

ao 

V' o X! 

•IO 

<20 

Vi o Xfl 

-. 6 , 03 +j 
-' 5 , 3 j+ 

- 4 ’> 4 »+ 

«• 3 ,^ 8 lf ' 

- a, 38 + 

- i,ai*j 

- 0,004 . 

+ 6,76+ 

- 6 y 3 o+ 

- 5 , 66 + 

- a, 85 + 

- 3 , 88 + 

- 2,80+ 

- i., 63 + 

- 7,27+ 

- 7,06+ 

- 6,66+ 

- 6,04+ 

- 5 , * 5 + 

- 4 .’ 7 + 

- 3 ,i 9+ 

- 7 , 56 + 

- 7 , 63 + 

- 7 , 47 * 

- 7 ,° 7 * 

- 6, 46 + 

- 5 , 6 (i+ 

- 4 .®!)+ 

- 7,64+ 

- 7 , 96 + 

- 8 ,o 3 + 

- 7,88+ 

-, 7,48+ 

- 6 , 85 + 

- 6,01 + 

- 7 , 47 + 

- 8 > 4 + 

- 8 , 3 -+ 

8,4 1+ 

- 8,2-3 

- 7 , 83 + 

- 7,18+ 

VJ ll'io II 
ao 

•IO 

Vii 0 I 
ao | 

•io 

VI 0 0 

• .ÌK.//I .*»f i 

r<8o 

'I^O 

*60 

i 5 o 

■ 4 o 

r 3 o * 

Lon. Nodo 

• 1 

3 (io ! 

3 )o 

3 j<> 

33 o 

320 

3 io 


stegue 


Lon. Nodo 

5 o 

60 

7 " 

80 

90 


sài 

24., 

a;»o 

260 

a^p 

.S i § 

0 ' 0 TI 

io 

ao 

Là 0 vn 

IO 

ao 

• 

; a 

À 7,18— 

j+ <ì,*S- 

*■ 5 ,ao~ 
+ 3 , 97 - 

+ 2,62- 
♦ *,' 9 - 

Il i 

+ 8,1 1 — 

+ 7,37- 
+ 6, 43 - 
+ 5,28- 
+ 3 , 96 - 

+ 2 ,» 4 - 

+ 8,èo- 
+ 8 , 25 - 
+ 7,48- 
+ 6 , 43 - 
+ 5 , 21 - 
+ 3 , 83 - 

11 

* 9 . 2 I- 
+ 8,86- 
+ 8,2+- 

* 7 . 3 ?- 

+ 6,29- 
+ 5 ,oo- 

+ 9 , 36 - 

* 9 > a ‘" 
+ 8,80- 
+ 8, 1 1 — 

+ 7 ,* 7 - 
+ 6,02- 

S / S 

XII .0 VI 
39 
.10 

XI 0 V 
ao 
10 

TI oVIlI 
10 
ao 

ito 0 ix 

IO 

ao 

-« o, 3 o 4 
'+• 1,76+ 

- 3,17+ 

- 4 , 4 »* 

- 3,66+ 

- 6,67+ 

+ 1,04- 

- o, 5 o+ 

- 2,02+ 

- 3 , 48 + 

- 4 , 85 + 

- 6,04+ 

+• 2 , 33 - 
+ 0,77- 

- o, 83 + 
▼ 2 , 3 <+ 

- 3 , 88 + 

- 5 , 25 + 

+ 3 , 56 - 
+ 2 , 0 . 3 - 

+ o, 4 i- 
- 1,22+ 
2,8o+ 
- 4 , 3 o+ 

+ 4 > 6 9 ~ 

+ 3 , 19 - 
+ 1,62- 
. 0,00+ 

- 1,62+ 

- 3 , 19 + 

x 0 iy 

20 
IO * 

IX O in 

*0 

IO 

IV 0 X 
10 

ao 

V 0 XI 

IO 

ao 

IV 0 XII 

- 7 . 47 + 

- 8 ,°i* 

- 8,37+ 

- ». 44 + 

- 8,27+ 

- 7 , 83 + 

- 7,18+ 

- 7,07+ 

- 7,88+ 

- », 44 + 

- 8,77+ 

- 8,80+ 

- 8,09+ 

- 8,11 + 

- 6,46+ 

- 7 . 48 + 

- 8,27+ 

- 8,80+ 

- 9,08+ 

- 9,08+ 

- 8,80+ 

- 5 , 66 1- 

- 6,84+ 

- 7 , 83 + 

- 8,59+ 

- 9,08+ 

- 9,29+ 

- 9 , 2 ‘ + 

- 4 , 69 + 

- 6,02+ 

- 7 . 17 + 

- 8,n + 

- 8,80+ 

- 9,21 + 

- 9 , 36 + 

VIUo II 
20 

IO 

VII 0 I 
ap 
10 

Vi 0 0 

r ’J • ,( 1 1 

i 3 o 

iao 

I 1 0 

ÌOO 

90 

Lon. Nodo 

3 ir. 

3 oo 

290 j 

280 

270 | 


Cambiate i segai della tavola i 8e '* J^!! D,, ” on * ? f «*»5f di ‘ AR ‘ 

fa ( se la Dccluiauooe ■ boreale da i8o° a 36o° di Ali, 


Tav. XLI. Nutazione Solare 
in AR. Prima parte. 

Arg. Longitudine del Sole. 

. • ‘m * > 

Long. 0 

NutSz. 

Long. Q 

a s 

0 0 VI 

' 1 5 

1 0 V 
i 5 

Il 

—O.OO+ 

-0,37+ 

-0,64+ 

-0,94+ 

Vi’ 0 XII 
■ 5 

VII 0 XI 
|5 

li 0 IV 
i 5 

m 0 ni 

—0,64+ 

-0,37+ 

-0,00+ 

Vili 0 X 
>5 

IX 0 IX 


Tav. XL 1 I. lutazione Solare in All. 
Seconda parte. 

Arg. Longitudine del Sole, ed Alt. della Stella. 


Long. Q 

1 

3 0 

60 

9° 


| n |«o 

210 

340 

270 


s s 

0 olii 
IO 
20 

II 

-o, 4 3 + 

-0,41+ 

— 0 , 33 + 

li 

^-o, 38 + 

-0,4 

-0,39+ 

11 

-o, 3 o+ 
-o, 3 j+ 

a ! 

-0,00+ 

-0,11+1 

-0,21+ 

vi 0 ix 

10 
20 . 

I 0 IV 

IO 

20 

-0,22+ 

-0,08+ 

+0,08- 

-0,33+ 

-o,z 3 + 

-o,oy+ 

-0,3 j+ 
-0,3 1+ 

-0,3 4 + 

-o,i8+| 

- 0 , 32 +' 

- 0 , 32 +j 

VII 0 X 

IO 

20 

Il 0 V 

IO 

20 

IH 0 VI 

+0,33- 

+o, 33 - 

+0,41- 

+o, 43 - 

+0, oS- 
to,^* 
+o, 3 o- 
+o, 38 - 

-0,1 3 + 
-0,01 + 
+0,1 1- 
+0,12- 

-0,28+ 
-0,3 i+j 
-o»n+. 

-0,00+ 

Vili 0 XI 
10 

: • t 

20 

IX oXII 


180 

1 ÓO 

120 

9 ° 

Long. Q 


36 o 

33 o 

3 oo 

370 


Moltiplicate per la tangente della Declinazione. 
Cambiate i noi ‘tetta 


Tav. XLM. Nutazione Solare in Declinazione. 


Arg. Longitudine del Sole, ed AR. della Stella. 


Long. O 

0 

3 o 

(So 

9 ° ■ 


>8o 

210 

340 

370 • 

I . 8 

0 0 III 

* lo 
20 

n 

- 0,00+ 
-0,11+ 

- 0 , 31 + 

II 

+ 0,22- 
+ 0,1 I- 
- 0,01 + 

+ o', 38 - 
+ o, 3 o- 
+ 0,18- 

+ 0 , 43 - 

+ 0,4l- 

+ 0 , 33 - 

s « 

VI 0 IX 

IO 

20 

I o IV 

IO 

20 

- 0,38+ 

- . 0 , 33 + 

- 0 , 33 + 

- 0,1 3 + 

- 0,34+ 

- o, 3 i+ 

+ o,o 5 - 

- 0,09+ 

- 0 , 33 + 

+ 0 , 23 - 
+ 0,08+ 
- 0,08+ 

VII 0 X 
10 
20 

II 0 V 

IO 

20 

Ili 0 VI 

- 0,38+ 

- 0,31 + 

- 0,1 1 + 
- 0,00+ 

- o, 35 + 
» o, 35 + 

- o, 3 o+ 

- 0,33+ 

1 1 1 1 

00 00 

U> 4 ^ CO co 

- 0,22+ 

- 0,33+ 

- 0,4 rt 

- 0,43+ 

Vili 0 XI 
10 
20 

IX 0 XII 

- . 

180 

i 5 o 

120 

90 

Long. Q 

3 (ìo 

33 o 

3 oo 

270 


, . ... ■ ; ... ( per le declinazioni australi da oa i8odi ÀR. 

Cambiate i «egro tar. | ^ j e declinazioni boreali da 180 a 36 o di AR 



ao6 


TiV. XLIV. Precessione annua in Ascensione Retta , e in Declinazione. 

Arg. per la Prec. in AH...... Ascensione reità della stella. 

Arg periti Prec. in Declinazione.... . Ascensione retta della stella + 90°. 

Se l'argomento è maggiore di ido” ai sottraggano 180 dal medesimo. 



i° Precessione in AR = 4 ^,o 3 o + quantità trovata X tangente Declinazione 

da o° a iSo° di AR. -f- se là Declinazione è boreale : — se la Declinazione c australe 
da i8o° a 3 tìo° di Ait. -f- se la Declinazione è austixile: — se la Declinazione è boreale 
ao Per avere la Precessione in Declinazione si aggiungano 90° all' AR. della stella i e la 
quantità trovata nella tavola sarà la cercata precessione: la quale da 0“ a 1 80" dell’Argo- 
mento fa crescere le Declinazioni Boreali, e diminuire le Australi, e da 180° a 3 Go° del* 
l’Argomento fa il contrario. Generalmente nel 1“ e 4 " quadrante di AR. la precessione 
avvicina le stelle al Polo Boreale, e ne le allontana nel 2° c 3 °. 


















































30 7 

Tav. XLV. Secanti per calcolare colla lav, XXX VI Aberrazione in AH. 



Secante 



Tav . XLVI: Seni per calcolare colla tao. XXXVI la prima parte 
delC Aberrazione in Declinazione. 








































































Tav. XLVn. Tangenti, per calcolare colla tao. XXXIX , e XLJI le 
seconde parti della Nutazione in AR. e colla tao. XL1V il secondo 
termine della Precessione in AR. ' . \ 



Tan- I -3 
genti I £ 


O 

i,73i 75 

1,804 76 

1 ,881 77 

i,gG 3 78 
a,o 5 o 79 
□ ,i45 80 




14,307 

19,081 

» 8,636 

57,200 

infinità 


Tav. XLVIII. Fattori della Precessione annua in AR. e in De- 
clinazione corrispondenti ai giorni del mese , per calcolarne la 
parte proporzionale ai 1 giorni dell anno. 













































USO DELLE TAVOLE 


Tav. I. — XI. 


Le prime otto tavole non hanno bisogno nè di spiegazione 
nè di esempj. Sono in esse riunite le espressioni più commode 
e di maggiore uso, che secondo le occorrenze si sostituiscono 
nelle forinole , onde colle dovute trasformazioni ridurle allo 
stato in cui si vogliono. Li numeri sulla destra indicano li § 
della Goniometrìa. 

Nella tav. IX si contengono le espressioni analitiche di una 
parte del triangolo in tre delle altre. In essa le forinole 3 ^ e 
seguenti, per li precetti dati al § 184 possono mettersi ciascuna 
in due altri aspetti. 

Le tavole X e XI presentano le forinole più commode e più 
brevi per la soluzione de' triangoli secondo i diversi casi. Non 
sono espresse rapporto a nissuna figura, ma nella maniera più 
generale e più utile alla pratica. 

Tav. XII. 


1. 


Si cercano le parti del raggio corrispondenti a a 3 a°. 4 ? 1 
34 ", 28 della circonferenza 


Tav. XII 


per gradi... j 2 *° 

per minuti.. | 

per secondi. | 

ner f 2 

pef i o ,08 


3,665i9i4 

0,3839724 

0,01 i 635 S 
0,0020362 

0,0001454 
0,00001 g4 
0,0000010 
0,0000004 


A 232 *. 47'. 34", 23 corrispondono raggi... 4 j° 63 ooi 7 

*7 

» 
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aio - 4 . . . .. 

2. Quando non si voglia far uso della tavola si riducano li mi- 
nuti e secondi dell’arco dato in decimali di grado, e si moltipli- 
chino per il n.° o, 0174533; che è il valore del grado in parti 
del raggio, ed il cui log. è 8.2418774- Questo logaritmo è il 
complemento del log. dell'arco uguale al raggio. Così 

log. i 32°. 47.34, 28 = log. 2320,79285 = 2.3669695 

log. costante 8.2418774 

log. 4 )° 63 oo 0.6088469 

3 . Il problema inverso, cioè quello di convertire le parti del 
raggio in gradi non è così frequente. Per risolverlo si molti- 
plichi l’arco uguale al raggio, cioè 57°, 29578 per le parti date 
del raggio 5 e Ti decimali del prodotto colla successiva molti- 
plicazione per 60 si riducano in minuti , e secondi. Il loga- 
ritmo di 57°,295 j 8 è 1.7581226. 

Coi dati precedenti 

log costante 1. 7581226 

parti date del raggio 4 >o 63 ... 1 og 0.6088469 

n.° 232°, 79285 2.3669695 

colla successiva moltiplicazione dei decimali per 60 si ha 
232°, 79285 = 232 °. 47 ', 57 i — a 32 °. 47 , . 34 , S 2 8 

Tav. XIII. 

Ai 22 aprile 1837 il passaggio del Sole al meridiano fu os- 
servato a 2 h 2'. 39", o4 del pendolo regolato sul tempo sidereo. 
Dopo qualche tempo cioè mentre il pendolo segnava -j h m i6'.o,o 
un cronometro regolato sul tempo medio diede uel confronto 
5 h i 5 '. 27", 8, si cerca -il tempo medio, e l’avanzo e ritardo del 
cronometro. 

Tempo del pendolo nel confronto... 7 h _ iG'.o", o 


Passaggio del Sole osservato 2. 2 . 3 g,o 4 

differenza 5 . 13.20,96 
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differenza ... prec ». 5 . i 3 . 30,96 

Riduzione 

Tav. XIII... per 5 * ... 4 9 V 48 ì 

• - per i 3 ' § *•' 

per 20 ... o,o 55 ? — 5 i ,34 

per 0,9 ..; "v,ool 5 I 
per 0,06... 0,0.00 1$) 


1 

i.i .1 


5 1,336 lil 


differenza in tempo medio... 5 . 12. 29,62 

Cronometro nel confronto ... ' 5 . i 5 . 27,80 

' 1 f 

Tempo del Cron. a mezzodì vero... o. 2. 58 , 18 
Tempo medio a mezzodì vero........ o. 3.57,70 

Ritardo del Cron. sul tempo medio. — 5 9 , 5 a 

Tav. XIV. 


Ai 22 aprile 1837 col cronometro regolato sul tempo medio 
fu osservata l’occultazione di una stella a 6* 19", 5 , si vuole 

il tempo sidereo corrispondente. 

Osservazione 6.24.19, 5 

Ritardo del Cronometro conosciuto... -f- 5 9 , 5 s 

Tempo medio dell’osservazione 6.25.19,02 

Tempo medio del mezzodì vero o. 3.57,70 


differenza 6 . 21. 21 , 32 

Riduzione 

Tav. XIV per 6* ... 5 q,i 3 9 

per 21' ... 3 , 45 i 
1 per 21" ... 0,057 

per o ,3 ... 0,000 8 
per 0,02... 0,000 o 5 

1. 2,643 

differenza in tempo sidereo... 6.22.23,97 


1 -{- 1» 2,65 
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differenza in tempo sidereo ... prcc .... 6.22.23,97 

Ascens. retta del Sole a mezzodì vero. 1.59.37,01 

Tempo sidereo dell'osservazione 8.22. 0,98 

Tav. XV. 

Delli tre errori che affettano la deviazione dello stromento 
de' passaggi , il più influente è quello che produce la devia- 
zione azimutale; gli altri si correggono quasi sempre coi mezzi 
meccanici, inerenti allo stromento, quando e ben costruito. 

1 . Conosciuta la deviazione azimutale dello stromento, o sia 
l'angolo del verticale da esso descritto col meridiano, si ottiene 
la correzione del passaggio di un'astro sempre uguale alla de- 
viazione azimutale moltiplicala per un fattore il quale si com- 
pone del seno della distanza dell' Astro del Zenit, diviso per 
il coseno della sua declinazione. La tavola XV da questi fat- 
tori : li quali per le stelle troppo vicine al polo , quando si 
voglia una gran precisione , conviene meglio calcolarli diret- 
tamente colla forinola. 

2. Gli argomenti della tavola sono la declinazione dell'Astro, 
e la sua dislauza dal Zenit. Conoscendosi la declinazione D 
della stella, e la latitudine L dell'osservatore si ha subito la 
distanza dai Zenit Z, perchè gara 

Per le stelle tra il Zenit é l’Equatore. Z = L — • D 

tra l'equatore e l’orizzonte. Z = L -\- D 

tra il Zeuit ed il polo... Z =: D — L 

sotto il polo Z = 180 — ( L-\-DJ 

Esempio 

3 . Ai 22 aprile 1837 in Palermo , la di cui altezza del polo 
L è 38 . 6 . 44 1 furono osservati li passaggi superiore ed inferiore 
della Polare, la di cui declinazioue D era 88°. 26*. 21". Si cer- 
cano li fattori delia deviazione azimutale corrispondenti alle 
due osservazioni. 

Per l’osservazione sopra il polo 

log. seu Z =3 log. sen (D — LJ 9. 886321 4 

co-log. cos D 1.5648199 

fattore sopra il polo... 38 , 258 ... log. f^UoA 1.4697101 
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Per l’osservazione tolto il polo 
log. sen Z ssa log. sen (180 — ... 9.9048901 

co-log. co» D..„ 1.5648199 


fattore sotto il polo... 39,491.. .log. fattore 1.4697101 
La tavola avrebbe dato rigorosamente fattore sopra il polo 
28,3 i 5 : fattore sotto li polo 19,464. 

4. Nelle tavole a doppia entrata, dipendenti da due argomenti 
uno che va da sinistra a destra, e l’altro dall’alto in basso, il 
numero cercato, che corrisponde ai due argomenti dati, quando 
non si vuol tener conto delle seconde differenze , dipende da 
quattro quantità contigue nella tavola; dentro le quali devono 
cadere le parti preporzionali ai due argomenti. Siano a, b due 
delle quattro quantità che stanno sulla linea orizzontale; c, d 
le prossime nella seguente orizzontale; onde a, c restano l'una 
sotto l’altra nella linea verticale; b, d l'una sotto l' altra nella 
seguente verticale a destra. Sia pure n la differenza d'indicazione 
dell’argomento orizzontale ed n' la differenza di indicazione. del- 
l’argomento verticale. Sia p la differenza tra l’argomento oriz- 
zontale dato, e il prossimo a sinistra indicato nella tavola, e- q 
la differenza tra l’argomento dato ed il prossimo superiore in- 
dicato nella tavola. Chiamata a; la quantità cercata , propor- 
zionale ai due argpmenli dati,- qual : modo. abbreviativo e pra- 
tico di pigliare le parli proporziouali si ha 
■>i: ni • i) .li 1, a va-/ i. \ 

atszc.a + 5-faV)t>J ±— ■ fauìcf + — -A (evi di — fai» b) ) 
n n' nn' \ ' 


i.'oin 1! 


-j- quando le quantità crescono nel senso dell’argomento, 
— quando diminuiscono., 

1 Quando le differenze son piccole si può trascurare il lermiue 
moltiplicatp per — . 

r 1;. .i ; •• • 

5 ì Nel caso dato della Polare, essendo D = 88 < '.a6 , .2i u :== 
88°. 16', 35 : e pel passaggio superiore Z = 5 o. 19.87 — 5o°,3i7, • 
nella tavola si ha; a = 26, 338 , b = 20,776, c = 20,264, 
d = 33 ,o 84 . Di piu n — 6o° — 5 o° = io , n' = 88°. 3o' — 
88°.ao'=io; p=Z— 5 o° =50,327: q=Z>— 88°.ao' = 6 ' ,35 


onde 


~ = °>° 3*7 


-L = o,615 

n 1 


i 
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eseguiti i calcoletti si trova ir «4 tàS^S'iS. !• , 'ì 

IVr it fetore. inferiori!. V -- < ;) c- . . v . » -, « >1 

Z Q 53 : 36:55 ssr 53», 440; p~Z^ 5ò°“±è 3,448 


onde 



0,3448; 


. li - 


na' 


0,02Ì. 


v-Jii? yiu'.yj^ 
IYJ f 1(1 /:;i f,I 


le altre quantità restano come sopra. Eseguiti f cal colétti sr 
trova a*p=a<),464. 

6 : Sviluppando il seno della distanza dal Zenit nelle fungibili' 
della Declinazione e della Latitudine per ogni Osservatòrio fisifi 1 
si lesse una tavola più maneggevole, che ha per argomento la 1 
sola declinazione, e la di cui formola <S sen L X cos L ,tÒn D. ‘ 

■ l ■ V. n m- . i;-i 

“ ' •• r ! ‘Tav. XVI. • ’ •!'•*»* 

1 • • v ' ' . ■ . I !'[ !|l 

In cpesta tavola oltre la corrispondenza de’ giorni dell’anho 
colla longitudine del sole , si ha il semidiametro del sole in 
arco : H tempo mèdio del passaggio dello stesso semidiametro 
al meridiano, il quale sì converte iti tempo sidereo aggiungen- 
dovi o M ,a in tempo : e finalmente i moti orarj in AR e in de- 
clinazione. Quàntitìi tutte di cui sì fa continuo uso. 

• ""IC . ; I ) . : > /. i l.il'.li • .1.; ■,•!*> 


•*** ‘ *•' 1 Tav. XVII, XVIII e XIX. 

1 ' ' ’j *' il) t-jtl 

Nelle osservazioni delle distanze dal Zenit del Sole si mette 
sotto H filo uno dei bordi prima del passaggio Al meridiano-dei 
punto di contatto , onde trovarsi a tempo di mettete sotto il 
filo Pallio bordo ancora. Onde le Distanze cosi osservate sa» 
ranno maggiori della precisa Distanza meridiana. TI loro eccesso 
si ha nella tavola XVlI, dopo averne moltiplicata la quautitù.fvi 
trovata per il l'attore della tavola XV1IL. 

Per le stelle, e per qualunque astro, quando si méttono sotto 
il filo prima o dopo del loro passaggio, ha luogo sempre tale 
correzione, la quale è additiva solamente alle distanze osservate - 
tra il polo e l’orizzonte. Li fattori della lavi XVUI servono, 
per Le osservazioni meridiane al Sud del Zenit, e quelli della 
tav. XIX per le osservazioni meridiane al Nord del Zenit. 
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Tav. XX e XXI. **£ « •- 

‘ ■ ... 

Questa tavola delle Rifrazioni, il di cui argomento è la Di- 
stanza osservata dal Zenit, è quella slessa del sig. Ivory, inserita 
nelle tavole del sig. Baily , e calcolata su la forinola del La 
Place. A questa va unita la tavola XXI, la quale fu stampata 
nella pagina susseguente*, e in cui si ha la serie addizionale del 
Xa Place per le rifrazioni al di la di 74 0 • Gli argomenti di questa 
seconda tavola sono il termometro di Fahrenheit osservato di- 
minuito di 5 q° , e il barometro osservato in pollici inglesi di- 
minuito di 3o pollici. 

Tav. XXII. 


Qui trovansi i fattori, pei quali moltiplicando la rifrazione 
mediti , espressa in secondi, si ha la quantità che bisognerà ag- 
giungervi o sottrarvi, secondo il segno dato nella tavola, onde 
ridurla in rifrazione assoluta. L’altezza del Barometro in pol- 
lici inglesi, e li gradi del Terni ometro di Fahrenheit ne sono 
gli argomenti. Così si ottiene la rifrazione per la temperatura 
e per il peso che han luogo nell’ atmosfera nel momento del- 
l’osservazione, secondo le indicazioni del termometro Fahrenheit, 
e del barometro inglese. In piè della pagina sono date le regole 
per tradurre nel barometro inglese li barometri francese e me- 
trico : come anche nel termometro di Fahrenheit li termome- 
tri di Reautnur, e Centigrado. 

Esempio 

Segnando il bar. 29,624) ed il term. 5 j ,3 furono osservate 
le Distanze dal Zenit di p Colomba è di p Nave. 

1. p Colomba. Fu messa sotto il filo 26" prima del passaggio, 

e la sua Distanza fu letta 70.26.31,60 

Tav. XVII. Riduzione per a6".,.. .0,321 1 

Tav. XVIII. Fattore 0,7 1 f — o,23 

Riduzione al meridiano 0,71 X 0,321 J 

Tav. XX. Rifrazione Media.. -J- 2.43,00 

Tav- XXII. per il bar. 29,624, ed il ter. 5 ;, 3 » , _ 

Fattore — 0,029; onde correz. — 0,029 X l 63 ",o ) ^>7 

Distanza vera dal Zenit 70.29.9,64 
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a. p N ave. Mei» lotto il filo ìy" dopo il pas»g- 

gio, la sua Distanza fu letta. 83 . 56 . 24, 5 o 

Tav. XVII. Riduzione per 37“. ..0,747 ì 

Tav. XVIII. Fattore o ,55 > — o, 4 t 

Riduzione al Meridiano 0,55 X 0,747 ' 

Tav. XX. Rifrazione media -|~ 8 .a 5,53 

Tav. XVIII. per il bar. 29,624, ed il ter. 5 o , % 3 1 __ j / gg 
Fattore — 0,029-, onde correz o,oagX 5 o 5 ,53 j 


Distanza approssimata 84 - 4 -^ 4 s 9 ^ 


Tav. XXI — o",uo X ( 5 7 ,3 — 5 o) = 

— 0,110 x -f- 7,3 — o,8o 

Tav. XXI + o«,i6 X (ag?^ — 3 oP) =s 

-J- o # ,t6 X — 0,376 — 0,60 


Distanza vera dal Zenit 84 - 4 - 33,56 

Tav. XXIII. — Tav. XXXH. 

Le tav. seguenti sino alla XXXII si sono insieme riunite 
per servire al calcolo delle Distanze dal Zenit del Sole. 

La tav. XXIII, di cui è argomento la Distanza osservata dal 
Zenit, da la Parallasse in altezza del Sole nei diversi tempi 
del l'anno. Si sottrae dalle Distanze osservate. 

Le tav. XXIV e XXV danno la Nutazione dipendente dal- 
l'azione della Luua, e del Sole sull’obbliquita deìl'ecclittica. 

Colla tav. XXVI si calcola l'obbliquità media. 

- Esempio 

Si cerca l'obbliquità media ed apparente delI'Ecclitica pei io 
aprile 1 837 giorno in cui sono la long, dei Sole o* ao° 3 e 
long, dèi Nodo Lunare I* a” §. 

Tav. XXVI Epoca i 83 o a3».27'.42 , »,og 

Decremento annuo per anni 7 — 3 , 18 

Per giorni too=o, 28dianuo=o,a8x°)455* — o,i 3 

Obbl. media ai io aprile i 836 23.27.38,78 
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Obbl. media ai io aprile iQ 3 ^.. .pree... 23.27.38,78 

t 23 


Tav. XXIV. Nutazione Lunare per 1» a 0 * 
Tav. XXV. Nutazione Solare per o* 20 0 I 


Obbliquita apparente 23.27.46,98 

tav. xxvn, xxvm, xxrx. 

Li titoli ne indicano l’oggetto. Riesce copimodissimo trovarle 
riunite e pronte nella stessa pagina. La XXVIII è necessaria 
all'uso delle tavole seguenti. 

Tav. XXX, XXXI, XXXII. 

Queste tavole servono per trovare la latitudine del Sole per 
un dato giorno dell’ anno. La maniera di servirsene si rende 
chiara con un’esempio. 

Si cerca la latitudine del Sole per li io aprile 1837. 

Tav. XXVIII. o aprile, anno comune ... giorni ... 90 
io aprila -j- ..*. io 


A 

B 

c 

D 

626 

v 198 

262 

6,7 

35 7 

58 

376 

4,6 



-T 

■■ 

c,83 

256 

638 

h,3 



3i 7 


8 

a56 

321 

n,3 

100 

100 

100 

roo,o 


Somme 108. 356 421 m ,3 

Tav. XXXI. Latitudine corrispondente (( 

alla somma dell’argomento A -f- 0^06 

— °>°9 

C -j- 0,22 

♦ D ..... -f- o ,36 


o sia o ",55 Boreale. 


Latitudine del Sole... -f~ °,55 


28 
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Tav. XXXTL Ai io oprilo . cioè per ioo giorni, si ha il 
fattore — o,38, il quale moltiplicalo perla latitudine -J- o,55 
cla.rà — 0,2 ij cfletlo della latitudine suU’AR. calcolata; dulia 
quale perciò si deve sottrarre. 

Quivi pure per ioo giorni si trova il fattore -j- o il 
quale moltiplicato per la latitudine -j~ o", 55 dura -(- o",5i, 
che è 1' elfetto della latitudine su la declinazione calcolata, e 
che perciò vi si deve aggiugnere. 

Quando la declinazione del Sole è australe si cambia il se- 
guo alla latitudine ottenuta colla tav. XXXI prima di molti- 
plicarla per il fattore della tav. XXXII. 

Tav. XXXIII — e seguenti. 

Continuo è il bisogno di convertire le posizioni apparenti 
delle stelle, quelle cioè che si osservano con gli strotneuli, in 
posizioni medie , cioè in quelle che si trovano nei cataloghi : 
e continuo ancora il bisogno di convertire le posizioni medie 
dei cataloghi nelle apparenti. 

i° Generalmente le tavole non solo per le stelle , ma per 
il Sole, per la Luna, per tutti gli astri, son sempre disposte 
in modo che applicandone le quantità coi segni algebrici che 
hanno, le posizioni medie si convertono in apparenti. Quiudi 
siegue , che per convertire una posizione osservala in media 
bisognerà applicarvi le correzioni coi segni conlrarj a quelli 
che .si hanno nelle tavole. 

a* Per ottenersi la posizione di uqa stella, se ne osserva nel 
ineridiauo il passaggio in tempp , e la distanza dal Zenit. A 
parte degli altri errori inerenti al tèmpo ed alla posizione dallo 
stromenlo , le osservazioni si devono correggere degli efTetti 
dell’ aberrazione, e della nutazione dell’asse terrestre, le quali 
alterano le posizioni delle stelle rispetto ai cerchj ai quali si 
riferiscono. 

3" Tav. XXXIII e XXXIV. Non sempre si hanno pronte le 
Efemeridi per avere la longitudine vera del Sole, che è uno 
degli argomenti dell’Aberrazione, e della Nutazione dovuta al- 
l’azione del Sole; e la longitudine media del Nodo ascendente 
dcU'orbita Lunare, argomento della Nutazione dovuta alla Lu- 
na : per tal ragione iti queste due tavole abbiamo dato il mezzo 
di ottenere l’uua e 1’ altrii dentro i limiti della precisione che 
a tal’ uopo bisogna. Ecco un’eseihpio del modo di servirsene. 
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Sì cerchino la long, vera del Sole, e la long, del Nodo per 
li io aprile i8V. 

■ •Tav. XXNIÌI Lon. in. © Lon. Ap.O Lon. £ <f 

Epoche ... i8oo 

Movim. in ao anni 

Movim. in 17 anni 

Movim. in 100 giorni. ... 


Somma. Lon. media ©. 

Lon. Apogeo.. 

Lon.© — Lon. Apogeo. ) 
ovvero Anomalia ©. $ 


9 - 9^2 

O. 0,13 

I 1 . 29,88 
3 . 8,57 

0.18,47 
3. 10,10 


3 . 9^7 
0,34 

0,29 

3 .io,io 


1. 3 , 26 
11. 3 , ili 

1. 1,20 

I I.24»7° 

I. 2,32 

Lon. £ < 


9. 8,37 

Tav. XXXIV. Equazione dell’ orbita per 9.8,37... -j- ?",iS 
Longitudine del Sole 0.18, 41 


Longitudine ver» del Sole 0.19,(33 

Onde gli argomenti cercati saranno pei io aprile 1837. 

Lon. vera del Sole. 0M9 0 , 65. Lon. media del Nodo i ! . 2°,32 
4° La Tav. XXXV da l’elleito dell’aberrazione snll’AR. di 
ciascuna stella ; e le Wvolc XXX VI e XXXVII sulla decli- 
nazione. Presi per argomenti FAR. approssimata della stella 
che sempre si conosce, e la longitudine vera del Sole,, seguen- 
do li precetti delle tavole, si ottiene l’aberrazione in arco, la 
quale si applicherà alla posizione media della stella col segno 
della tavola, ed alle osservazioni col segno contrario a quello 
che nelle tavole si trova. Dalle tavole avendosi sempre le 
quantità espresse in secondi di arco , si capisce che bisognerà 
convertirle in tempo quando si applicano alle AR. in tempo. 
Questa disposizione è più spedita e meno soggetta ad errori 
delle altre, nelle quali si c obbligato a preparare gli argomenti 
con sómme e con sottrazioni. Se ne prova la massimi spedi- 
tezza nel calcolo delle lunghe seri.? «li osservazioni. Ho. adot- 
tato la costante dell’aberrazione 20", 35, ricevuta dalla Società 
Reale Astronomica di Londra, c appoggiata ali’ultiiuc ricerche 
del Dr Briokley, e del sig. Stuuve. 

5° Tav. XXXVIII a XLIII. Consimile alle precedenti è 
la «lisposizione delle tavole di Nutazione : nelle «piali senza 
bisoguo di somme e di sottrazioni per preparare gli argomenti, 
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si entra immediatamente nelle tavole per mezzo dell'Ascensione 
Retta della stella, e della longitudine media del Nodo ascen- 
dente della Luna per la Nutazione Lunare; e per mezzo- del- 
l’Ascensione Retta della stella e della longitudine del Sole* per 
la Nutazione dovuta al Sole. Le due tavole XXIV e XXV 
avrebbero qui il loro luogo; ma per l'uso a cui giovano si è 
creduto piu utile riunirle alle altre che servono alle osserva- 
zioni del Sole. Nel calcolarle non ho creduto dovermi allon- 
tanare dal coefficiente dell’obbliquità 9'', 35, che mi ha dato la 
totalità delle mie osservazioni solstiziali , come si può vedere 
a pag. 146 lib. Vili del voi. 1 del Reale Osservatorio. Il 
celebre astronomo e matematico sig. Carlini nelle sue dotte e 
profonde ricerche sulla piccola ineguaglianza del moto della 
terra ec., inserite nelle Efemeridi di Milano degli anni 1829, 
i83o, e i83i, a pag. 61 ha trovata questa mia determinazione 
perfettamente di accordo col valore della massa lunare da lui 
definitivamente per vie diverse e con varj metodi stabilita. 

6° L’argomento long. Q, o long. Sb è disposto nelle co- 
lonne esteriori ai lati delle tavole in segni e gradi, di io° in 
io 0 che ascendono o discendono. Il segno algebrico delle quan- 
tità si piglia sulla sinistra o sulla destra delle quantità mede- 
sime, secoudo che l’argomento che ad esse corrisponde sulla 
stessa linea orizzontale scorre sulla sinistra o sulla destra della 
colonna in cui si trova. In fondo delle tavole vi si trovano 
gli avvertimenti necessarj al totale compimento del calcolo. 

Tàv. XLIV. 

i° Colle tavole precedenti si riduce la posizione delia stella 
dalla media all'apparente^ e viceversa ; ma occorrendo di ri- 
durla ad altro tempo , o al principio dell’ anno, vi è bisogno 
di calcolarne la Precessione annua iu Ascensione Retta ed in 
Declinazione. 

a 0 Si sa che la forraola della Precessione in AR. è compo- 
sta di due termiui. Il primo termine, dipendente dalla preces- 
sione Lunisolare moltiplicata per il coseno dell’obbliquità del- 
1’ «eclittica , diminuito del movimento diretto , che nei punti 
equinoziali producono le forze perturbatrici de’ pianeti, perchè 
è comune a tutte le stelle , diventa un termine costante. Il 
secondo vien formato, da un fattore, che moltiplicato per il 
seno dell’Ascensione Retta si rende variabile, e va moltiplicato 
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ancora per la tangente della Declinazione. II primo termine 
▼aria anche esso lentissimamente col tardo variare de’ suoi ele- 
menti; per il i 84 » è 46 (, j° 3 o, quantità che va crescendo. Il 
suo aumento in un secolo è di o",o 3 i. Il fattore del secondo 
termine va diminuendo all’incontro lentissimamente ; e questa 

j 

diminuzione è in un secolo di — — del fattore istesso. 

0,000434 

3 ° Presa per argomento della tavola 1’ AR. della stella si 
trova in essa il Jallorc del secondo termine moltiplicato per 
il seno dell’ AR. e che bisognerà moltiplicare per la tangente 
della Declinazione. Per avere la Precessione in AR. per le 
stelle la di cui AR. è nella prima metà dell’ equatóre si ag- 
giugne questo secondo termine al primo termine costante se 
la Declinazione è boreale , e se ne sottrae se la Declinazione 
è australe : e per le stelle la di cui AR. è nella seconda metù 
dell’ equatore si sottrae esso dal termine costante se la Decli- 
nazione è australe, e vi si aggiugne se è boreale. 

4 ° Aggiunti go° all’ AR. della stella si forma 1 ’ argomento 
per la Precessione annua in Declinazione , col quale essa si 
ottiene direttamente dalla tavola. La Precessione in Declina- 
zione da o" a go°, e da 270° a 36 o° di AR. fa erescere le 
Declinazioni boreali e fa diminuire le australi; e da go° a 270 
di AR. fa diminuire le Declinazioni boreali e fa aumentare le 
australi; perchè retrocedendo la sezione di ariete l’equatore lun- 
go il primo e quarto quadrante si allontana dalle stelle bo- 
reali, e vi si avvicina lungo il secondo e terzo. Rapportata al- 
l' argomento, tra o" e 180° essa è positiva per le Declinazioni 
boreali, e negativa per le australi : e tra 180° e 36 o dell’ar- 
gomento medesimo è negativa per le Declinazioni boreali , e 
positiva per le australi. 

5 ° La disposizione della tavola rende necessaria la sottra- 
zione di 180 0 dell' argomento una volta; o per la precessione 
della Declinazione anche due volte se occorre. 

Tay. XLV, XLVI, xlvii. 

Sono tavole sussidiarie alle precedenti.* Vi si trovano li va- 
lori naturali della secante, del seno, e della tangente di grado 
in grado. Nel calcolo del secondo termine della precessione 
in AR. per causa del cambiamento sempre più rapido delle 
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tangenti, a misura che si avvicinano a 90®, dalle loro varia- 
zioni proporzionali ai gradi della tavola non si può ottenere 
molta precisione |>er le declinazioni troppo boreali. Conviene 
quindi per le stelle vicine al Polo fare uso dei logaritmi. 

Tav. XLYIII. 

• 

Onde avere la porzioni della precessione annua proporzio- 
nale ad un dato numero di giorni dell’anno noi) si ha molta 
esattezza moltiplicandola per il numero dei giorni diviso per 365 . 
La precessione annua supposta uniforme o media viene alte- 
rata di un secondo circa per l’ineguale azione del Sole tra gli 
equinozj e 1* solstizj; e dall’aumento di mezzo secondo deila 
obbliquilà negli equinozj rispetto ai solstizj. Per tenere conto 
di tali due ineguaglianze si è disposta questa tavola; nella quale 
si ha il fattore , per cui moltiplicando la precessione annua 
se ne ottiene la parte proporzionale al giorno dell’anno. 

Esempio 


1® Ai io aprile 1837 il passaggio al meridiano , e la di- 
stanza osservata dal Zenit di a. Orsa Maggiore, dopo eseguite 
le dovute correzioni, diedero la seguente posizione apparcute 
di questa 6tella 

AR. apparente 10^ 53 , . 4 o ",43 

inarco i63 0 .a5'=i63°,42 

Declinazione apparente. 62°. 37'. 55 , 3 .6=62 °, 63 
Long. © o*.it ) 0 ,65 Lon. S\> <f ..... i».2°,32 


a° Aberrazione 
Tav. XXXV 
secante .... 


in AR. 

+ i 4 , 83 




J j- 32", 37 


Aberrazione in Declinazione. 
Tav. XXXVI prima parte ... 

seno 

Tav. XXXVII seconda parte 


+ 11, 54» 

0,8‘di) j - 


+ 


Io ",25 
■ 3,44 


Aberrazione in Declinazione 


— J- 6 ; 8i 




1 
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3° Nutazione .... ia AR. 

Tav. XXXVni prima parte : 8", 58 

Tav, XXXIX seconda parte*.. 4- 6 , 47 1 , 

tangente f. i, 9 33 \ ” + * 2,51 

Tav. XLI prima parte.... 0,46 

Tav. XLII seconda parte.... — o, 35 ) rCi 

tangente i, 9 33 ) °»® f 

Nutazione in AR 

Nutazione in Declinazione. 

Tav. XL 

Tav. XLIII 

Nutazione in Declinazione -J- 5,68 


+ 2 ,79 
+ 5, 7 8 


4° Tav. XLIV. Precessione annua 
Argomento i 63 °, 4 3 


in AR. 


fattore 5,716 » 

tangente i, 9 33 J 

costante « 


+ **,°49 

46 ,o 3 o 


Precessione annua in AR 67,079 

in tempo 3,8o5 

v Precessione annua in Declinazione. 

Argomento 203 °, t\i — 180° — 73", 42 

Precessione annua in Declinazione i 9 ",i 9 8 


5° Tav. XLVIII. Fattore della prec. pei io aprile 0,268 

Parti proporzionali per ridurre la posizione della stella al 
principio dell'anno. 

Precessione in AR. e in tempo ... 3 , 8 o 5 1 . 

fattore o,258 f + °> 9 62 

Precessione in Declinazione .... — 19", 108) _ 

fattore o’aissj" — 4 ", 9 5 
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6 ° Quindi «i raccoglie. 

Per l'AR.... Aberrazione... -f* 3a",*7 

■ Nutazione -j- 2,79 

% 

in arco -}- 35 , 06 

in tempo. 2,337 

Per la Deci. Aberrazione -f- 6,81 

Nutazione.. + 5,68 


+ “,49 


Poicchè si deve convertire la posizione osservata in inedia 
si cambiano li segni; e si ottiene. 

7 0 Dalt osservazione ... AR. apparente ..... lo h . 53 , . 4 o ",43 
Aberrazione e nutazione — • -2,33 


8° Ascensione Retta media ai io aprile...... io. 53 . 38 , io 

Precessione proporzionale — o, 96 


9 0 Ascensione Retta media al 1 genn. 1837. io. 53 . 37, 14 
Precessione per 3 anni' -j - 11, 42 

io 0 Ascensione Retta media pel 1840 io h . 53 '. 48 w ,56 

AR. in arco i63°.27'. 8", 4 


ii° Declinazione apparente 62°. 37*. 55", 3 B 

Aberrazione e Nutazione — 

12® Declinazione media ai io aprile 62. 37. 4 3 >8 

Precessione proporzionale -j” ^,o 


i 3 ° Declinazione media al 1 gennaro 1837. 62. 37. 47)8 
Precessione per 3 anni — 57,6 

i 4 ° Declinazione media pel 1840... 62°.36'.5o",2 B 


Digitized by Google 



Digitìzed by 




'gle 


Digitized by Googte 


f 


DigitizecJ by Googl 


